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[ ]0,1c 中构造 9w= 1 x xδ （， ， ）到 ( ) xf x =e 的最佳逼近 
◆张里钟 

（西北民族大学数学与计算机科学学院  甘肃省兰州市  730030） 

 
摘要：本文基于对文献[1]和[2]的学习，对最佳逼近的研究，决定利用

数学归纳法，来解决 [ ]0,1c 中构造 9w= 1 x xδ （， ， ）到 ( ) xf x =e 的最佳逼

近问题，在此过程中掌握知识以及巩固知识。经过对它的研究，我们对

其有了更深的了解。 
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一、问题解答 
首先由文献[1]中 p308 例二以及 p316 例五中的数列求出的规

范正交基，由此得到 W 的每一元素都可以写成 

( ) 0
1 1cos +b sin cos sin

2n n n
aP x a x x a nx b nx= + + + + （1） 

的形式。可得在文献[1]第八章的例七中 ( )nP x 的值与函数的差的
长度的最小值可求得此时 ( )nP x 为 W 到函数的最佳逼近。 

因此考虑[0,1]上连续函数 ( ) xf x =e 所成的向量空间 [ ]0,1c 令 W
由以下函数： 

2 3 4 5 6 7 8 91, , , , , , , , ,x x x x x x x x x  
所 生 成 的 子 空 间 。 下 面 我 们 将 一 次 讨 论 当

dimW=n(n=1,2,……,9)时的最佳逼近。 
（1）当 dimW=1 时，很显然 ( ) xf x =e 的最佳逼近为 1。 

（2）当 dimW=2 时，即 ( )1,w x=℘ 时，有 

0 11, 3xα α= =  

是 W 上的一个规范正交基。 
由公式（1）的三角多项式可得： 
W 的每一个元素都可以写成 

( ) 0
2 12

aP x a x= +           （2） 

的 形 式 。 ( )2P x 叫 作 一 个 一 个 2 次 三 角 多 项 式 。 设

( ) [0,1]f x C∈ 。我们求一个 2 次三角多项式 ( )2P x ，使得 

( ) ( )1 2
20

[ ]f x p x dx−           （3） 

的值最小，那么此时的 ( )2P x 的值便是 W 到函数 ( )f x 的最佳

逼近。 

这正是上面所说的 W 对于 ( )f x 的最佳逼近问题。因此，所

求的 ( )2P x 应该是 ( )f x 在 W 上的正射影。由文献[1]中定理 8.2.4，

我们有 

( ) 0 0 1 1, ,np x f fα α α α=< > + < >          （4） 

与等式（2） ( ) 0
2 12

aP x a x= + 作比较，我们得到 

10
0 0 0

, 1
2

xa f e dx eα α=< > = = −           （5） 

从而可得： 

0 2( 1)a e= −             （6） 

同理可得： 

1 3a x=                 （7） 

故可得 

( ) xf x =e 在 W 上的正射影为 ( )2 1 3p x e x= − +  

以此类推 

（3）当 dimW=10 时，即 ( )2 3 4 5 6 7 8 91, , , , , , , , ,w x x x x x x x x x=℘

时，有 
3

2 3
0 1 2 3 1 6

0

1, 3 , 5 , 7xx x x
x dx

α α α α= = = = =


 

4 5
4 5

4 51 18 6

0 0

, 9 , 11 ,x xx x
x dx x dx

α α= = = =

 
 

6 7
6 7

6 71 112 14

0 0

13 , 15x xx x
x dx x dx

α α= = = =

 
 

8 9
8 9

8 91 116 18

0 0

17 , 19x xx x
x dx x dx

α α= = = =

 
（8） 

是 W 的一个规范正交基，那么根据维数是 2 时的算法可知：
19 9 9 9

9 9 9 0
, 19 19 19 (362880 133496 )xa x f e x dx x x eα α=< > = ∗ = − （9） 

，故 ( ) xf x =e 在 W 上的正射影为 

( ) ( )2 3
10 1 3 5 2 7 (6 2 )P x e x x e x e= − + + − + −  

4 59(9 24) 11(120 44 )e x e x+ − + −  
6 713(265 720) 15(5040 1854 )e x e x+ − + −  

8 917(14833 40320) 19(362880 133496 )e x e x+ − + − （10） 

以上所求 ( )nP x 则是当 dimW=n（n=1,2,……,9）是的最佳逼

近。 

二、问题总结 
综上，根据上面所述以及文献中的例题总结，这类题目，首

先 

第一步：得根据所给 W 这个空间进行判断，判断其基，也

就是一组线性无关的生成元，若只有一组，则直接进行下一步，

若 有 多 种 可 能 ， 则 对 其 进 行 分 类 犹 如 上 题 “ [ ]0,1c 中 构 造
9w= 1 x xδ （， ， ）到 ( ) xf x =e 的最佳逼近”一般。对其进行不同种

类型分类，分别求其在那种情况下的最佳逼近。 

第二步：然后将基进行施密特正交化，将其转化为 W 的一个

规范正交基。 

第三步：求出 ( )nP x 这个 n 次三角多项式。 

第 四 步 ： 然 后 根 据 这 个 公 式 ( ) ( )1 2

0
[ ]nf x p x dx− ， 在 此

( ) ( )1 2

0
[ ]nf x p x dx− 公式最小值时，结合傅里叶系数和文献[1]里定

理 8.2.4 得， ( )nP x 的值就是其最佳逼近。 
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