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高教研究 

浅谈数学分析中用 定义证明的关键 
◆熊艳琴 

（南京信息工程大学 数学与统计学院  江苏南京  210044） 

 
摘要：数学分析中经常遇到要用 定义的习题，这些很让当代大学

生头疼。本文提供了一种证明过程中的小诀窍，可以让学生更好的理解

定义以及如何巧妙的完成证明。 

 

 

一、问题的提出 
《数学分析》是数学专业学生进入大学学习的第一门专业基

础课，而数列极限中的 定义也是初学学习《数学分析》

的一个重要的概念，下面我们来看看其是如何定义的。 

定义 1（ 定义[1,2]）:设 是一个给定的数列， 是

一个实常数。如果对于任意给定的 ，可以找到正整数 ，

使得当 时，成立 

                  (1) 

则称数列 收敛于 （或 是数列 的极限），记为 

 ， 

有时也记为 
 。 

如果不存在实数 ，使 收敛于 ，则称数列 发散。 

从上面定义可以看出，数列 收敛于  的本质是在 的 

邻域内含有数列 的无穷多项，这仅仅是一个必要条件。

换句话说，并不是在某个数的邻域内含有无穷多项，该数列就收

敛；例如：摆动数列  在 1 和 

-1 的任意邻域内都含无限项，但是该数列是发散的。同时，改

变数列的前面的有限项并不影响其收敛性；例如：常数列

 是收敛数列，把前面 6 项替换成任意其

它实常数该数列还是收敛的。此外，我们还需注意到， 是关

于 的函数；也就是说，给定 我们才可以找到相应的 ，这里

我们可以把 当做任意小的正数。自然而然的产生一个问题： 

给定任意小的 ， 如何找 ，或者说如何用 定义来

证明一个给定数列的收敛情况，关键点再哪里？ 

下面一节我们将通过一个例子来说明其核心所在。 
解决问题的方法 
本节通过例子来解决上面提出的问题。 

例 1.用 定义证明数列 的极限为 。 

分析：从定义可以看出，证明的一个关键点就是找到满足（1）
式的 ，这个过程本质上是解一个方程的过程。比如，本例题，
（1）式变为 

， 

整理可得 
。          （2） 

从而，要用定义来证明，必须从不等式（2）中解出满足要
求的 ，从而获得 。实际上，不等于（2）等价于 

。       （3） 

不等式（3）是我们大家所熟知的，很容易解得 

。         （4） 

换而言之，数列从第 ， 项

开 始 的 项 全 部 落 在 的 邻 域 。 其 实 ， 我 们 也 可 以 取

。这也给出了关于写 的

多种表达方式。 

上面给出的是一种简单的思路，实际上，就是求解不等式
（2）。在本例题中，不等式（2）转换成不等式（3），不等式（3）
是一个关于 的一元二次方程，从而利用韦达定理给出解的情
况。如果这种等价过程 终转换的不是一个一元二次方程，而是
关于 的更高次方程。关于更高次方程的解，比如 4 次，我们
是无法解的，遇到这种情况我们该如何办呢？从不等式（2）可
以看出，如果我们可以找出一个中间量 满足 

                （5） 

从而我们只需解不等式 因此我们的问题也得到
的解决。比如本题，不等式而可以写成 

i.e . 

这样我们就找到了一个中间量 使得所解的不等式

变得简单起来。下面给出本例题的完整证明过程，遇到类似的证

明都可以采取这个框架来写。 

证明：由于对任意的正整数 ，我们有 

。 

因此， 时成立 

。 

因此，按 定义，可知数列 的极限为 。

证毕。 

从上面的例题，我们归纳如下：利用 定义证明数列

极限的收敛性问题归结于寻求 的过程，本质上就是求解不等

式（1）式；如果从不等式（1）不可以直接求出 的范围，那么

我们需要寻求中间量 满足（3）式，并且我们解不等式

是很简单就可以解出 的范围的；这样使得解不等式

的过程其实是寻找一个可解不等式的过程，只需做适当的放缩就

可以。 
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