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基于 KdV 方程的 Gauss 包络形态畸形波数值演化规律研究
罗春莲

（厦门海洋职业技术学院航海学院，福建 厦门 361012）

摘要：本文研究了高斯包括形态畸形波在浅水深处的生成和演化规律。首先验证浅水波 KdV 方程数值求解的正确性；其次，研究

Gauss 包络形态畸形波在浅水波 KdV 方程中的演化规律；最后，采用 CWT 变换揭示畸形波演化过程中的能频特征。研究表明：Gauss 包络

形态畸形波在浅水波 KdV 方程中具有碰撞稳定的性能；伴随 Gauss 包络畸形波的生成，能量聚集，聚集处的频率宽度增大；随 Gauss 包络

畸形波的消失，能量消散，聚集处的频率宽度减小。
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畸形波（rogue wave）是一种大波高、非线性特征明显、持续

时间较短和发生时伴随着巨大的能量的波浪。畸形波遍布各大海

域，当其发生在近岸浅水区时，将严重威胁人民的生产生活和生

命安全。

目前，畸形波的实测数据较少，理论分析多基于一定的假定，

因此，研究人员常基于非线性波浪理论，数值模拟出符合畸形

波特征的波浪。目前，浅水畸形波的数值模拟研究主要基于

KdV 方程。然而，KdV 方程皆为非线性偏微分方程，对于非线

性偏微分方程无通用的求解方法。本文选取 KdV 方程为浅水畸

形波模拟模型，选取有限差分法求解该方程。同时，结合 CWT

变换研究高斯包络形态畸形波在 KdV 方程框架下的时历和能量

演化规律。

一、KdV 方程

KdV 方程的推导过程如下。

连续性方程

 （1）

动力学边界方程

         （2）

运动学边界方程

          （3）

水底方程

          （4）

式中， 为速度势， 为波浪的传播方向， 为垂直坐标，

为时间， ， ， 为波浪的基准高度， 为波幅，

表示波长， 为液面高度。

在（ ）和（ ）的条件下，求出方程（2）、

（3）和（4）时，方程（1）的解。

通解可表示为

 （5）

其中，f 是关于 和 的函数。
将式（5）代入方程（2）和（3），分别可得

 （6）

 （7）

在 和 的条件下，式（6）和式（7）中

的 和 约为 0，同时令 F=fx，则方程（6）、（7）分别变

为

 （8）

 （9）

令

 （10）

（8）和（9）化为一个方程

 （11）

将以下变换

 （12）

代入式（11），化简出 KdV 方程

 （13）

二、KdV 方程的数值计算方法及验证 

对如式（15）所示的方程，有以下形式的解：

 （14）

其中，c 为波的传播速度，x0 为波的初始位置。

设孤立波解的初始值 c=4，x0=0，即：

 （15）

采用有限差分法数值求解方程，差分格式为：

 （16）

 （17）

 （18）

其运行结果如图 1 所示。

在图 1 中，孤立波在 t=0、t=3、t=9 等不同时刻下畸形波的数

值解与理论解皆符合良好，表明本文在选取有限差分法求解 KdV

方程过程中具有较高的准确度。
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图 1 孤立波解的演化过程

三、基于 Gauss 包络形态畸形波的演化研究

设高斯包络形态畸形波生成时的解为：

 （19）

其中，x0 为波聚焦位置，k0 为波数，s 为能量集中度，A0 为

高斯包络的幅值。

设置畸形波生成时刻的形式为：

 （20）

畸形波的演化过程如图 2 所示。

图 2 双 Gauss 包络形态畸形波的演化过程

进一步采用小波变换（式（21）和式（22））对图 2 中的波

浪曲线进行能量和频率分析。

 （21）

 （22）

其中， 为频率，a0 为常数，* 表示共轭复数， 为窗

函数， 为信号函数。

图 3 Gauss 包络形态畸形波的空间频率能量谱

Gauss 包络形态畸形波在演化过程中，在波浪的聚焦时刻，即

畸形波出现时刻（t=30s），能量聚集度增大，聚集处的频率宽度

增大，畸形波消失时（t=33s 到 t=60s），能量聚集度减小，聚集

处的频率宽度减小。

四、结语

本文研究表明：Gauss 包络形态畸形波在浅水波 KdV 方程中

具有碰撞稳定的性能；伴随 Gauss 包络畸形波的生成，能量聚集，

聚集处的频率宽度增大；随 Gauss 包络畸形波的消失，能量消散，

聚集处的频率宽度减小。
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