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函数与极限教学中的反例探讨
张　平　周杜娟

（北京理工大学珠海学院，广东 珠海 519088）

摘要：本文采用举反例形式对函数极限中的有界性、连续性、无穷小等概念进行了辨析，以此加深同学们对这些概念的理解与领悟，

从而使同学们更好地掌握函数与极限的基本概念及内涵。
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微积分自诞生之日起，就经历了诸多磨难，出现了第二次数

学危机——关于无穷小的认识。许多大学生对于微积分的概念总

是模棱两可、一知半解的，而微积分中的很多概念定理高度抽象

难以理解，也很少有实际模型可套用。一些命题很难从正面去理

解其内涵，这就需要用反例加以解释说明。因此，在教学中举一

个恰当的反例往往会事半功倍，一语道破玄机，使同学们豁然开朗。

本文利用反例对函数极限中的相关概念进行了辨析，使同学

们能有效地把握这些概念的内涵和外延，从而提高学习效率。

一、有关函数性态的命题

命 题 1. 周 期 函 数 之 和（ 积） 未 必 是 周 期 函 数。 反 例：

( ) cos 2 , ( ) cos( )f x x g x xπ= = ，则 ( ) ( ), ( ) ( )f x g x f x g x+ 都不是周

期函数。因为一个周期是 2，一个周期是π ，不存在最小公倍数，

从而 ( ) ( ), ( ) ( )f x g x f x g x+ 都不是周期函数。

命题 2. 周期函数未必有最小正周期。反例：狄利克雷函数

，它以任意有理数 q 为周期，从而没有最

小正周期。因为 ( ) 1 ( )x Q D x q D x∈ + = =时, ；

( ) 0 ( )Cx Q D x q D x∈ + = =时, ，从而 q 是 D（x）的周期，但

不存在最小的有理数，所以没有最小正周期。

命 题 3. 无 界 函 数 的 和 差 积 商 未 必 无 界。 反 例 1）：

1 1( ) , ( )f x g x
x x

= − = 在 (0,1) 内均无界，但 ( ) ( ) 0f x g x+ = 在 (0,1)

内有界；反例 2）： ( ) tan , ( ) cotf x x g x x= = 在 (0, )
2
π 内均无界，

但 ( ) ( ) 1f x g x⋅ = 在 (0, )
2
π 内有界；反例 3）：

2

1 1( ) , ( )f x g x
x x

= =

在 (0,1) 内均无界，但 ( )
( )
f x x
g x

= 在 (0,1) 内有界。

目前高等教育正由大众化转向精英化发展，国家对于高端技

术人才和创新型人才的渴望也越来越迫切，而创新思维和创新能

力的培养，更离不开数学教育者的助力。在数学教学中适时地加

入反例，能有效激发学生的创造性和想象力，使其开动脑筋，展

开想象的翅膀，多角度全方位地思考问题，勇于提出新问题，发

现新思路，真正做到举一反三。例如，增减定理的某些条件会得

到什么不一样的结论，举例说明定理不成立的反例。这使得学生

在构造反例的思维训练中学会创新，培养勇于探索，开拓进取的

良好学习习惯，达到提升学生创新思维能力的目的。 

下面我们探讨一个“关于单调有界定理”的考研题所引出的

反例思考。

命题 4. ( )f x 在 ( , )−∞ +∞ 内单调有界， { }nx 为数列，下列命

题是否正确？

（1）若 { }nx 收敛，则 { ( )}nf x 收敛；（2）若 { }nx 单调，则

{ ( )}nf x 收敛；

（3）若 { ( )}nf x 收敛，则 { }nx 收敛；（4）若 { ( )}nf x 单调，

则{ }nx 收敛 .

分 析： 正 确 的 命 题 是（2）； 因 为 { }nx 单 调， ( )f x 在

( , )−∞ +∞ 内单调，所以 ( )nf x 也单调且有界，由单调有界定理知

{ ( )}nf x 收敛。

（1）的反例： ( 1)n
nx n

−
= ，

arctan 1, 0
( )

arctan 1, 0
x x

f x
x x
+ ≥

=  − <

（3） 和（4） 的 反 例： nx n= ， ( ) arctanf x x= ，

( ) arctan ( )
2nf x n nπ

= → →∞

上述四个命题考察了周期函数的概念辨析和单调有界定理的

内涵，通过反例的深入剖析，有效地提升了同学们对这些概念的

理解程度，从而为后续课程的学习做好铺垫。

二、有关函数极限与连续的命题

高等数学的发展史是十分曲折而漫长的，作为一名高校数学

教师，如何用最直观、最通俗的方法来对数学概念和定理抽丝剥茧，

让学生感受到数学的美和魅力所在，这是十分考研教师的基本功

的一个课题。只有学生真正体会了数学的思想精髓，感悟到数学

的语言美，才能培养出学生的数学素养，使其主动地融于数学的

学习之中。

通过不断地教学探索和研究，我逐渐认识到在微积分教学中

科学地融于数学发展历史，有利于同学们构建良性的知识图谱，

而针对复杂概念进行反例构造则是一个不可忽略的教学手段。例

如，极限运算中的概念辨析，同学们借助一个反例就能轻松理解了。

命题 5. 若
0

lim ( )
x x

f x
→

存在，则 ( )f x 在 0x 的去心邻域内有界；

反之不然。反例：

1, 0 1
( ) 0, 0

1, 1 0

x
f x x

x

< <
= =
− − < <

在 1x < 内有界，但
0

lim ( )
x

f x
→

不存在。

命 题 6. 无 限 多 个 无 穷 小 之 和 不 一 定 是 无 穷 小。 反 例：



162 Vol. 4 No. 10 2022理论研究

1 1 1lim( )=1
n

n

n n n→∞
+ + +


个

这里告诉我们，在无限的世界里，四则运算法则不一定成立。 

命题 7. 无穷大一定是无界的，但无界不一定是无穷大。反例：

1 1siny
x x

= 在 (0,1] 内无界，但当 0x +→ 时它不是无穷大。

无界函数由于可能出现震荡间断点，所以它不一定是无穷大。

这个例子很好地给出了两者之间的区别与联系。

命 题 8. 若
0

lim ( )
x x

f x
→

存 在， 但
0

lim ( )
x x

g x
→

不 存 在， 则

0

lim[ ( ) ( )]
x x

f x g x
→

⋅ 不存在。反例：

0

1( ) , ( ) sin , lim[ ( ) ( )] 0
x

f x x g x f x g x
x →

= = ⋅ =

上述两个命题是典型的考察极限四则运算法则的反例，不能

想当然地认为两个不存在的极限相乘也一定不存在。微积分是牛

顿和莱布尼兹创立的，经过柯西、魏尔斯特拉斯等数学家的完善，

便进入了具有严密理论基础的新阶段。在这一阶段，各种反例的

涌现对微积分概念的精确化，逻辑推理的严格化起到了举足轻重

的促进作用。这些反例极大地推动了数学的发展，打开了数学研

究的新篇章。数列极限中就有许多值得思考的伪命题，例如以下

的命题就需要反例来加以诠释。  

命题 9. 若 lim 0nn
x A

→∞
= ≠ ，则 lim nn

x A
→∞

= ；反之不然。反例：

( 1)nnx = −

这个反例表明数列有界是数列收敛的必要条件，而不是充分

条件。

命题 10. 若 lim ( ) ,
x

f x A
→∞

= 则 lim ( )
n

f n A
→∞

= 。数列极限存在可以

推出函数极限存在，但反之不然。反例： limarctan
2n

n π
→∞

= ，但

limarctan
x

x
→∞

不存在。

反例教学的重要性不言而喻，它可以帮助同学们避开命题陷

阱，引导同学们清晰理解所学概念定理，也促使同学们养成勇于

探索的品质，敢于质疑教材、敢于质疑老师、敢于质疑权威；让

学生在课堂中大胆猜测、大胆试错，然后总结原理方法，从而产

生师生共鸣，把深奥难懂的数学命题分析得透彻心扉，从而真正

实现教学相长。通过这种训练，也使同学们坚定了学好数学的决

心和毅力，培养学生不畏艰难、勇往直前的拼搏精神。

教师在反例教学中也要学会把握尺度，必须符合大学生的心

理特征和接受能力，尽量选择浅显易懂的反例。如何设置最佳的

反例，是十分考验教师的教学水平的。反例的好坏直接影响学生

对相关概念的理解和掌握。在学生获得正确理解之前，教师应当

适时点拨，帮助学生分析出现错误的原因，培养学生严密的逻辑

推理，促使其理清知识点的来龙去脉。

高等数学是集高度严密性和内在统一性于一体的公共基础课

程，每一位教师都应该思考如何教才能让学生听懂。而反例便是

一个很好的教学方式，它把抽象的数学理论转化成为具体的实际

例子，使学生更容易接受。但是，构造反例需要一定的数学功底，

学生在构造反例的过程中，能够发现自己的知识储备是否充足，

在今后的学习中就会注意积累知识，端正态度，养成良好的学习

习惯。教师作为课堂教学的主导者，在课堂主阵地中要发挥引领

作用，要经常关注并收集学生所犯的错误点，并把这些易错点转

化成反例，有针对性地为学生讲解，以此来提高课堂的教学质量。

例如，下面关于连续与间断的命题中，学生就如何界定复合函数

的连续性。

命题 11. 设 ( )f x 在 x a= 处连续且 ( ) 0f a ≠ ， ( )g x 在 x a= 处

间断，下列结论是否正确？

（1） [ ( )]g f x 在 x a= 处间断；（2） [ ( )]f g x 在 x a= 处间断；

（3） 2 ( )g x 在 x a= 处间断；（4） ( )
( )

g x
f x

在 x a= 处间断 .

解：正确的命题是（4）； 而（1），（2），（3）的反例：

( ) 1f x = 在 0x = 处连续且 (0) 0f ≠ ，
1, 0

( )
1, 0

x
g x

x
≥

= − <
在 0x = 处

间断，但 2[ ( )] 1, [ ( )] 1, ( ) 1g f x f g x g x= = = 在 0x = 连续。

通过对上述命题的反例 [5-8] 分析，我们能更全面更清晰地理

解有关函数极限的概念，从而有效地帮助学生突破极限理论的重

难点，培养良好的数学思维能力。因此，反例的构建是大学数学

教学的重要手段，它可以培养学生的创造性和发散性思维。教师

精心设计案例和反例探究，能有效激发学生的学习兴趣，恰当地

运用反例，能使你的教学取到意想不到的效果。

各高校都在积极探索高等教育的改革和特色教育模式，如何

有效地提升教学质量和改革教学模式，以提高学生的综合能力及

数学素质，这是许多一线大学老师必须面临的研究课题。而反例

的恰当运用，能加强大学生对高等数学基本概念、基本定理的理解，

打破传统的惯性思维定势，这对提升教学质量是大有裨益的。
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