
134 Vol. 5 No. 08 2023教育前沿

截断 Toeplitz 算子的亚正规性
杨晓媛

（江苏海洋大学 理学院，江苏 连云港 222005）

摘要：Halmos 第五问题提出“是否每个次正规 Toeplitz 算子必然是正规的或者是解析的？”由此引发众多学者对 Toeplitz 算子亚正

规性进行研究。截断 Toeplitz 算子是 Toeplitz 算子在模型空间上的限制，自然地，本文对截断 Toeplitz 算子亚正规性进行研究，得到截

断 Toeplitz 算子是亚正规算子当且仅当是正规算子。
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一、引言

从 Halmos 第五问题提出后，众多学者开始对 Toeplitz 算子的

亚正规性进行讨论研究，并且取得丰富的研究成果。截断 Toeplitz

算子是 Toeplitz 算子在模型空间上的压缩，自然地也应当被研究。

本文主要研究截断 Toeplitz 算子的亚正规性。在此之前，我们先介

绍一些概念。

设 D 表示复平面上的开单位圆盘， T 表示其边界，即，单位

圆周。单位圆周 T 上关于 Legesgue 测度平方可积的复值函数构成

的 Hilbert 空间记为 2 2 1: ( , )
2

L L T dt
π

= 。Hardy 空间 2H 是由单位圆

盘上所有泰勒系数平方可和的解析函数构成的 Hilbert 空间。Hardy

空间可以看做是 2L 的子空间，由负项傅里叶系数为零的函数所构

成。设 L∞ 表示单位圆周上所有本性有界函数构成的 Banach 空间。

H ∞ 表示单位圆盘 D 上所有有界解析函数构成的全体。

设 f L∞∈ ， 2L 上的乘法算子定义为
2,fM g fg g L= ∈ .

Hardy 空间上以 f 为符号的 Toeplitz 算子是乘法算子 fM 在

Hardy 空间上的限制，定义为

2( ), ,fT g P fg g H= ∈

其中，算子 P 表示从 2L 到 2H 的正交投影。

满足 ( ) 1itu e = 几乎处处成立的有界解析函数称为内函数。对

于每个非常值内函数 u ，模型空间定义为 2 2
uK H= 2uH 。模型

空间是一个有再生核的 Hilbert 空间，其再生核为

1 ( ) ( )( ) .
1

u u u zk z
zλ

λ
λ

−
=

−
截断 Toeplitz 算子是 Toeplitz 算子在模型空间上的限制。设

f L∞∈ ，算子 uP 表示从 2L 到模型空间 2
uK 的正交投影，定义在模

型空间上的截断 Toeplitz 算子作用方式为：

2( ), .u
f u uA g P fg g K= ∈

其中函数 f 称为截断 Toeplitz 算子的符号。对于 2f L∈ ，截

断 Toeplitz 算子可以在模型空间的稠子集 2
uK H ∞
 上定义，

2( ), .u
f u uA g P fg g K H ∞= ∈ 

并且以 2L 函数为符号的截断 Toeplitz 算子可以延拓为模型空
间上的有界算子。截断 Toeplitz 算子的符号不唯一，已经证明了

0u
fA = 当且仅当 2 2f uH uH∈ + 。当 (0) 0u = 时，截断 Toeplitz 算

子 u
fA 在集合 2 2

u uK K+ 中的符号是唯一的。

二、亚正规算子的定义与性质

定义 1. 定义在 Hilbert 空间上的有界线性算子 T ，如果满足

* *T T TT= ，则称算子是正规算子（normal operators）。
定义 2. 定义在 Hilbert 空间上的有界线性算子 T ，如果满足

* * 0T T TT− ≥ ，则称算子是亚正规算子（hyponormal operators）。
定义 3 定义在 Hilbert 空间上的有界线性算子 T ，如果算子限

制 在 其 不 变 子 空 间 上 是 正 规 算 子， 则 称 算 子 是 次 正 规 算 子

（subnormal operators）。

定义 4 定义在 Hilbert 空间上的有界线性算子 T ，如果算子 T

和 *T T 是 可 交 换 的， 则 称 算 子 是 拟 正 规 算 子（quasinormal 
operators）。

容易得出上述四类算子之间满足以下关系：

正规算子 ⊆ 拟正规算子 ⊆ 次正规算子 ⊆ 亚正规算子（*）

也就是说，正规算子一定是拟正规算子，拟正规算子一定是

次正规算子，次正规算子一定是亚正规算子。上述包含关系都是

真包含，当其满足以下条件时，它们可以是正规算子。

性质 1（1）如果算子 T 是拟正规算子并且满足算子 T 的谱集

没有内部，则算子 T 是正规算子。

（2）如果算子 T 是次正规算子并且满足算子 T 的谱集的面积

是零，则算子 T 是正规算子。

（3）如果算子 T 是亚正规算子满足算子 T 的谱集是一个弧，

则算子 T 是正规算子。

由正规算子定义不难发现，正规算子满足以下性质，证明可

以从亚正规的定义得出。

性质 2（1）如果一个有界线性算子 T 是亚正规算子，则

T aT+ 是亚正规算子当且仅当 1a ≤ 。

（2）如果 *Tf T f≥ 对任意 f H∈ 都成立，则算子 T 是亚

正规算子。

（3）如果算子 T 是亚正规算子，则 { }*:M x H Tx T x= ∈ =

是算子 * *T T TT− 的核空间。
（4）如果算子 T 是 Hilbert 空间上紧的亚正规算子，则该算

子一定是一个正规算子。

命题 1 如果算子 ,A B 都是 Hilbert 空间 H 上的亚正规算子，

并且满足 * *AB B A= ，则对于任意复数 ,a b ，算子 aA bB+ 仍是一
个亚正规算子。

证明：由于 * *AB B A= ，则 * * * *( ) ( )AB B A= ，即， * * .BA A B=

由 * *AB B A= ，故
* *

2 2* * * * * * * *

2 2* * * *

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

aA bB aA bB aA bB aA bB

a A A AA b B B BB ab AB B A ab BA A B

a A A AA b B B BB

+ + − + +

= − + − + − + −

= − + −
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由于算子 ,A B 都是 Hilbert 空间 H 上的亚正规算子，可得
* * * *0, 0.A A AA B B BB− ≥ − ≥

因此可得

* *( ) ( ) ( )( ) 0.aA bB aA bB aA bB aA bB+ + − + + ≥
从而可知对于任意复数 ,a b ，算子 aA bB+ 都是一个亚正规算

子。

三、截断 Toeplitz 算子的亚正规性

虽然截断 Toeplitz 算子是 Toeplitz 算子在模型空间上的限制，

但是两者之前存在诸多差异，例如在之前提到的，截断 Toeplitz

算子的符号是不唯一的，但是 Toeplitz 算子的符号是唯一的。在

亚正规性上，两者也存在巨大差异。接下来，我们就来证明截断

Toeplitz 算子是亚正规算子当且仅当其是正规算子。在此之前，我

们先介绍一种共轭算子。

定义 5 设 是一个 Hilbert 空间，如果算子 C 是 H 上的一个

共轭线性算子，并且满足

（1） , , , , ,f g Cg Cf f g H= ∈

（2） 1,C C−=
则称算子 C 是共轭算子。

如果存在共轭算子 C 使得算子 T 满足 *CTC T= ，则称算子

T 是复对称算子。模型空间 2
uK 有一个自然的共轭算子 C ，作用

在边界函数上，作用方式为 C uzϕ ϕ= ，并且所有的截断 Toeplitz
算子关于这个共轭算子 C 都是复对称算子。

定理 1 设 u 是非常值内函数， 2
uK 是相应的模型空间，令

f L∞∈ ，截断 Toeplitz 算子 u
fA 是亚正规算子当且仅当是正规算子。

证明：由于模型空间存在一个共轭算子 C ，并且截断 Toeplitz

算子在此共轭算子下是复对称算子，即，

*( ) .u u
f fCA C A=

若 u
fA 是亚正规算子，则

* *( ) ( ) 0.u u u u
f f f fA A A A− ≥                    （a）

由此，利用共轭算子的定义可得，
* * * * * *0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .u u u u u u u u u u u u

f f f f f f f f f f f fC A A C CA A C C A CCA C CA CC A C A A A A≤ − = − = −

结合式（a）可知

* *( ) ( ) 0.u u u u
f f f fA A A A− =

也就是，

* *( ) ( ) .u u u u
f f f fA A A A=

因此得知，当截断 Toeplitz 算子是亚正规算子时其一定是正规

算子。反之，由（*）式可知，正规算子一定是亚正规算子。由此

证明了截断 Toeplitz 算子是亚正规算子当且仅当是正规算子。

从不同的角度可以得出截断 Toeplitz 算子是正规算子的不同刻

画。从算子符号的角度，可以对正规截断 Toeplitz 算子给出如下刻

画。

命题 2 设 u 是非常值内函数满足 (0) 0,u = 2
uK 是相应的模型空

间。令 1 2f f f= + ，其中 2
1 2, uf f K∈ ，则截断 Toeplitz 算子 u

fA 是正

规 算 子 当 且 仅 当 或 者 2 2 1 1(0) ( (0))f f f fβ− = − 或 者

2 2 1 1(0) ( (0))f f u f fβ− = − ，其中， β 是单位圆周上的某一点。

命题 3 设 u 是非常值内函数满足 (0) 0,u = 2
uK 是相应的模型空

间。令 f L∞∈ ，截断 Toeplitz 算子 u
fA 是正规算子当且仅当下列成立：

（1） u
fA 属于 ,uBα 其中，α 是单位圆周上的一点；

（2） u
fA 是自伴截断 Toeplitz 算子和恒等算子的线性组合。

上述命题中的 uBα 是一个弱闭的可交换的代数。

例：设 u 是非常值内函数满足 (0) 0,u = 2
uK 是相应的模型空间。

对于任意单位圆盘内一点 λ ， u uk kλ λ⊗ 是模型空间上秩为 1 的截断

Toeplitz 算 子， 算 子 的 符 号 是 函 数
u

z λ−
。 其 中，

1 ( ) ( )( ) ,
1

u u u zk z
zλ

λ
λ

−
=

−


( ) ( )( ) ( )( )u u u z uk z Ck z
zλ λ

λ
λ

−
= =

−
. 利用秩 1 算子

的性质 *( )η ψ ψ η⊗ = ⊗ 以及 ( )( ) ,g h g hη ψ ψ η⊗ ⊗ = ⊗ 可得，

              

   

   

 

* *

2

( ) ( ) ( )( )

, ( ) , ( )

( ).

u u u u u u u u

u u u u u u u u

u u u u u

k k k k k k k k

k k k k k k k k

k k k k k

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

⊗ ⊗ − ⊗ ⊗

= ⊗ − ⊗

= ⊗ − ⊗

          （#）

当 u z= 时，  1 1u uk kλ λ⊗ = ⊗ ，容易验证其是正规算子。

当 u z≠ 时， u uk kλ λ⊗ 不是亚正规算子。假设 u uk kλ λ⊗ 是一个亚

正规算子，由定理 2 可知 u uk kλ λ⊗ 是正规算子。那么，由（#）式
可知

 .u u u uk k k kλ λ λ λ⊗ = ⊗

因为 (0) 0,u = 故可知常函数 21 .uK∈ 那么

 ( )1 ( )1.u u u uk k k kλ λ λ λ⊗ = ⊗

即，

 1, 1, .u u u uk k k kλ λ λ λ=

因此可得 .u uk kλ λ= 这暗示了 .u z= 而这与 u z≠ 矛盾。因此假

设不成立，从而得当 u z≠ 时 u uk kλ λ⊗ 不是亚正规算子。
四、结论

本文给出亚正规算子的相关性质，同时简单介绍了 Hardy 空

间上 Toeplitz 算子的亚正规性，并证明了截断 Toeplitz 算子是亚正

规算子当且仅当其是正规算子。由此看出，虽然截断 Toeplitz 算子

是 Toeplitz 算子在模型空间上的限制，但是两者的性质存在诸多差

异。
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