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 关于 Lagrange 乘子法的教学探讨
陈南博　李玉山

（桂林电子科技大学 数学与计算科学学院，广西 桂林 541001）

摘要：Lagrange 乘子法作为求解条件极值的一种有效方法，在多元微积分理论中占据重要地位 . 本文从教学的角度出发，指

出在应用中忽略约束函数的临界点将导致 Lagrange 乘子法失效 . 其次，本文利用几何直观阐述了 Lagrange 乘子的几何意义，并

通过约束优化问题给出了乘子的另一种解释 .
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引言

Lagrange 乘子法是多变量微积分教学中的重点内容，用于

求解定义在另一函数水平集上函数的极值问题 . 在约束优化、

非线性分析、经济学等领域具有广泛的应用 . 在教学中我们发

现，学生往往直接套用公式，而忽略了定理的条件 . 另一方面，

学生对 Language 乘子常常感到疑惑，而目前的一些教材在这

两点上没有给出足够的重视 . 为此，本文探讨了 Lagrange 乘子

法的梯度条件，并给出了 Lagrange 乘子 的意义 .

设 U 是 的开集， 是 上的多

元函数，令水平集 ， 在 上的极值

称为条件极值，方程 称为约束条件 . 为简便，我们

仅考虑一个约束条件的情形，相应地 Lagrange 乘子定理陈述如

下：

定理 1 （Lagrange 乘子法）. 设 为 上的 光滑函数，

点 满足：（1） ；（2） 为函数 的

条件极值点 . 那么，存在实数 ，使得

.

应用 Lagrange 乘子法求解极值的常规步骤如下（以 n=2 为

例）：

1） 作辅助函数 ；

2） 求 的驻点，即求如下方程组（3 个

方程）的解

，  ，  ；

3） 根据问题的实际意义，确定函数的极值点 .

上述求解步骤中的辅助函数 常称作是这个极值问题的

Lagrange 函数，其中参数 称为 Lagrange 乘子 .

一、梯度条件

上述求解步骤表明要求 的约束条件极值，我们需要找

来实现 的极值即可 . 但要正确使用 Lagrange

乘子法，需保证由 定义的水平集合是平面中的

光滑曲线 . 根据隐函数定理，如果 ，则水平

集 是在点 的某邻域内具有非零切向量的

光滑曲线 . 因此，在求条件极值时，我们需要检验 的临

界点，若忽略梯度条件（1），该方法将失效 .

例 1 求 目 标 函 数 在 约 束 条 件

下的最小值 .

解 如图 1 所示，水平曲线 在原点处有一个

奇异点  . 在该点处， ，其图像不是 - 光滑曲

线（ 含 尖 点）. 易 知 函 数 的 最 小 值 为 ， 且 在 点

处达到 . 但直接计算表明在该点处 Lagrange

乘 子 方 程 不 满 足， 即 对 任 意 的 ，

均不成立，这时上述常规求解步

骤失效 .

另外，我们看到，若求函数 的最大值，上述常

规求解步骤良好 . 因此若忽略 的临界点，将得不到函数 的

极值或最值 . 由此也说明 Lagrange 乘子法依赖于梯度向量的几

何性质 .

二、Lagrange 乘子 的意义

我们先从几何的角度来看 Lagrange 乘子法 .

定理 2 设 是函数 在约束条件 下的条件

极值点，则 是 在外法向量 上

的投影 .

证明 根据 Lagrange 乘子定理中的梯度条件（a）及隐函数

定理可知，约束集合 在 点附近可用
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参数化曲线 来表示，且满足 ，

. 根 据 链 式 法 则， 在 处 的 全 导 数 为

. 另一方面，由于 是 的驻

点，所以

，

这样我们得到 与 平行 . 从而存在实

数 ，使得 ，并且 是

在外法向量 上的投影 .  

          

图 1

图 2

定理 2 表明在应用 Lagrange 乘子法时需要寻找与水平曲线

垂直的法向量 ，如图 4 所示 .

下面我们考虑约束优化问题

.

由此，我们给出 Lagrange 乘子的另一种解释 .

定理 3 对给定的水平值 ，记最优值点为 ，相应的

Lagrange 乘子、最优值分别记为 ， ，则

证明 由链式法则，有全导数

. 根 据 Lagrange 乘 子 法， . 因

此， 我们得到

.

而

.

这样便得到

定理 3 表明乘子 λ（c）可看成最优值 关于约束

水平值 c 的变化率 .

三、结束语

在理论教学中，以上探究分析有助于培养学生分析问题、

解决问题以及科研创新能力，对更 好地理解和应用 Lagrange 乘

子法具有重要意义。对培养学生的数学思维品质、创新意识和

科学素养亦具有积极的作用。
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