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3-PRRR 并联机构运动学及工作空间分析 
郑泽华 1  张  毅 2  毋  源 3  梁庆军 4  谢  芳 5 

（西京学院 机械工程学院  陕西省西安市  710123） 

摘要：针对当前并联结构 FDM-3D 打印机工作空间小，搭建成本高等问题，提出了一种支链移动副共线的
3-PRRR 并联机构，计划将其用于 3D 打印以提升设备打印性能。首先，基于螺旋理论分析了 3-PRRR 并联机构的
自由度信息，通过矢量法建立了该机构的位置正解与逆解；在此基础上，使用蒙特卡洛法对机构的工作空间进行了分
析。 
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1、引言 
3D 打印也被称为快速成型技术，是基于模型的三维

数字化设计，通过分层切片和堆叠成型等工艺流程，将
塑料、金属、混凝土甚至生物细胞材料通过层层叠加，
构造成能满足数字化设计需求的实体模型。现有并联机
构的打印设备一般采用 delta 结构，受到其运动范围限制，
导致打印空间有限，且设备成本较高。因此开发新的并
联机构用于 3D 打印领域，有助于改善现有 3D 打印设备
在结构上存在的问题。 

在空间三自由度并联机构方面，J. P. Merlet [1]等人
将三自由度并联机构进行分类研究，并对每一个机构进
行综合分析，提出了一些全新的构型设计。Clavel[2][3]
等人提出了一种包含有球面四杆机构的 DELTA 并联机
构，该机构成为了三自由度平移并联机构的典型代表。
支 豫 等 人 提 出 了 一 种 新 型 两 转 动 一 平 动 自 由 度 的 
3-PUU 并联机构并对其运动学与动力学性能进行了分
析[4]。本文提出了一种移动副共线的空间 3-PRRR 并联
机构，并将其应用于 FDM-3D 打印领域。 

2、3-PRRR 并联机构构型分析 
本文所提出的 3-PRRR 空间并联机构，其中 o-xyz 

是整体坐标系，G-XGYGZG 为机构动平台的坐标，示意图
如 1 所示。该 3-PRRR 机构包含有一个动平台，一条水
平长导轨和三个具有相同结构但倾斜角度不同的支链，
第一条支链与第三条支链水平对称。图 2 为支链一的简
化模型。每个支链由一个移动副与三个转动副连接动平
台和定平台。P 副沿着 A1A2 方向即导轨方向运动，支链
一的三个旋转轴分别是 BB’，CC’ ，DD’，互相平行。
o1  x1y1z1 是在支链一的移动副建立的局部坐标系。 

 
图 1  本文提出的新型 3-PRRR 并联机构图 2 并联

结构支链一示意图 
3、自由度分析 
对 3-PRRR 并联机构末端执行器，进行基于约束螺

旋理论的修正 Kutzbach-Grubler 公式方法进行自由度分
析，以确定其自由度。 

设定局部坐标系 如图 2.4 所示。则这个
分支的运动螺旋系可以表示为： 

 
式中：前三项表示机构绕 x、y、z 轴方向转动，后

三项表示机构沿 x、y、z 轴方向移动； 

 代 表 第 一 支 链 第 二 转 动 副 位 置 参 数 ；

 代表第一支链第三转动副位置参数； 
该螺旋系共有 4 个线性无关的螺旋构成，其中 2 个

螺旋为反螺旋。对式（1）求反螺旋可求出第一分支的约
束螺旋为： 

 

 
图 3  支链一简图 
由于第二、三支链结构组成与第一支链近似，，约束

螺旋与第一支链相同，区别在于支链倾角，因此可求出 
3-PRRR 并联机构各支链的约束螺旋均为 

 
该约束螺旋系包含了 2 个转动约束力偶，其方向为

限制绕转动副轴线 2 个垂直方向。 
因此该 3-PRRR 机构的三条支链共施加有 6 个约

束力偶于动平台上，每个分支都提供了 2 个沿分支转动
副轴线垂直方向的转动约束力偶。但由于各支链转动副
的轴线方向不同，因此所提供的约束力偶方向业不相同，

不符合公共约束存在的条件，因此 。将其代入冗
余约束计算公式可得到： 

 
再使用修正的 Kutzbach-Grubler 公式求得机构的

自由度为 
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此时已经确定该 3-PRRR 并联机构共有三个自由

度，由于各分支的分支坐标系 、 、  在空间位置
上交错，使得 3 个分支对动平台施加的偶量之间线性无
关，从而约束了动平台的 3 个转动自由度。 

4、运动学求解 

设 动 坐 标 系 原 点   于 基 坐 标 系 中 表 示 为

，动平台上三个转动副到动平台中心点的距

离均为 。各支链上的第三转动副  于动

坐标系  下分别表示为 、 、 。 

各分支坐标  下各支链上的第三转动副 

 的坐标分别为 、 、 。 

设定 、 、  为机构的运动输入变量，而基坐

标系与分支坐标系之间旋转变换矩阵为 。3-PRRR 并联
机构为三自由度平动并联机构，因此基坐标系到动坐标系

为简单变换 0。通过将  点在局部坐标系下的表示坐标

，基准坐标系下的表示坐标  以及动坐标系下

的表示坐标 三者相联立，可以得到以下的关系： 

 
 

将式（6）与式（7）联立方程组并消去其中的结构
变量后，可求得 3-PRRR 并联机构的运动逆解表达式： 

 
运动学正解与运动学逆解的目标相反，即通过已知

机构输入变量 、 、 ，来求解动平台坐标位置 、

、 。可以根据得到的运动反解表达式得到运动正解
表达式： 

 
5、工作空间分析 
本文 使用 离散 化方 法进 行 工作 空间 分析 。通过 

MATLAB 计算该机构的运动学正解并代入上述的约束条
件可以对该并联机构的运动空间进行模拟，将取值空间
进行离散化后使用蒙特卡洛法进行工作域分析，样本容
量为 100000，求得该机构的工作域如图 4 所示。 

 
(a) XZ 平面视图 (b) YZ 平面视图 

 
(c) XY 平面视图 (d) 空间轴侧视图 
图 4  并联机构的工作域 
6、结语 
本研究提出了一种支链移动副共线的三自由度空间

平动机构——3-PRRR 并联机构，对其进行了运动学分
析与工作空间分析。得出的主要结论有： 

（1）该新型 3-PRRR 并联机构的自由度特性为三平
移自由度，即可实现沿 X 轴，Y 轴，Z 轴的移动，满足
3D 打印工作的自由度要求。 

（2）通过矢量法建立了该机构的位置正解与逆解，
提升了该并联机构的准确性。 

（3）3-PRRR 并联机构的弓足总空间连续无间断，
且横向方向尺寸大大超过现有的 3D 打印机构，可满足大
尺寸 3D 打印的工作要求。 
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