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管道 - 支架法向自由振动接触界面的能量耗散特性
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摘　要：界面振动接触的能量耗散特性对描述界面动力学具有重要的工程意义和理论意义，基于赫兹接触理论，建立管道 -

支架法向自由振动接触界面的的动力学模型，提出了自由状态下刚性圆柱体与半无限平面之间振动系统的能量耗散的计算

方法，得到了能量耗散的计算公式，为分析管道 - 支架法向自由振动接触的运动特性提供了理论依据。
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前言：

在实际中，管道充当着介质流动通道，但是由于流动

特性导致管道发生振动等一系列不可控运动，导致难以进行

数学描述，也难以用试验进行直观观测，使得管道与支架的

建模一直都是工程实际中充满挑战性的科学问题 [1]。

本文基于赫兹接触理论建立了管道 - 支架法向自由振

动接触界面的的动力学模型，提出了自由状态下刚性圆柱体

与半无限平面的振动能量耗散特性，得出了单个振动周期

内，自由状态下阻尼损耗的能量和自由状态下刚性圆柱体与

半无限平面之间振动系统的周期累计能量耗散率，为管道 -

支架法向自由振动接触的运动特性分析提供了一定的理论

依据。

1. 管道 - 支架界面振动接触动力学的描述

管道 - 支架界面的振动接触模型的基本组成单元可等

效为一个长刚性圆柱体与半无限空间的接触 [1]，如果忽略由

泊松比所引起沿着圆柱体轴向方向的滑移，半无限空间产生

的应力场是处于平面应变状态。因此，管道 - 支架界面的

振动接触模型可以简化为刚性圆柱体与半无限平面之间的

接触问题。由于刚性圆柱体与半无限平面在相互运动的过程

中，大部分能量通过界面之间的摩擦作用而被直接转化为热

量，小部分能量则转化为界面接触区域的形变能。

根据赫兹弹性接触理论，本文构建了如图 1 所示的刚

性圆柱体与半无限平面的接触模型 [2]，半无限平面表示为

体 1，刚性圆柱体表示为体 2。体 1 和体 2 的弹性参数为 1E
、 2E 、 1υ 、 2υ ；体 2 受到向下的外载荷 P ，则法向变形

( )δf 与接触区域法向变形量δ 之间的关系为 [3]

( ) δπδ LEf ∗=
4

                                  （1）

式中，
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=∗ ， L 为刚性圆柱体与

半无限平面接触沿轴向方向的长度。

令 LEk ∗=
4
π

，则式（1）可表示为

( ) δδ kf =                               （2）

(a)

(b)

图 1  刚性圆柱体与半无限平面的接触模型
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图 2  刚性圆柱体与半无限平面的单自由度模型

采用图 2 所示的单自由度模型描述刚性圆柱体与半无

限平面之间的振动接触，假设变形仅发生在局部接触区域 [4]，

因此单自由度模型在静平衡位置附近的振动方程可以表示

为

0)( =++ zfzczm d                          （3）

式中，m 为刚性圆柱体的质量。

刚性圆柱体在重力作用下的净变形量 sz 由式（1）可

得 kmgzs = ， )(zfd 是与速度和位移相关的线性阻尼

函数，为了保持刚性圆柱体与半无限平面的接触，必须满足

szz −≥ ，则式（2）可以表示为

0)( =−+++ mgzzkzczm s                  （4）

2. 管道 - 支架界面振动的无量纲振动方程

定义如下的无量纲位移u ，线性接触频率参数 sω 、无

量纲时间τ ，无量纲阻尼比ξ [6]

（5）

应用式（5）对式（4）进行无量纲化，可得

02 =++ uuu  ξ                            （6）

式中， 1−≥u 。

当管道对支架存在向下的瞬时载荷 0P 时，刚性圆柱体

与半无限平面之间的振动为在静平衡位置附近受迫状态下

的振动。

根据式（6），在一个振动周期内，刚性圆柱体与半无

限平面之间振动的阻尼力可以表示为

( ) uufd  ξ2=                       （7）

在自由状态下，刚性圆柱体与半无限平面之间振动系

统受到阻尼因素的影响，通过摩擦运动消耗一定的能量而在

一定时间内停止振动 [5]。同时，由式（6）所示的无量纲振

动系统，阻尼力还可以由位移和加速度表示

( ) uuufd −−=                      （8）

3. 自由状态时振动能量耗散特性

假设自由状态下，刚性圆柱体与半无限平面之间振动

系统的响应可以表示为

,...3,2,1)sin( =+= iUu i φτω          （9）

式中， iU 为第 i 个振动周期的瞬时幅值，φ 为

1
2arctan 2 −

=
ω

ωξφ                    （10）

式（9）中的每个响应周期的瞬时幅值 iU 可以采用对数

衰减率和其响应特征的等效阻尼比进行估算，可以表示为

                         （11）

1U 为第一个自由振动周期内的响应，可以表示为

mgk
P

k
U 0

1 ==
χ

                          （12）

单个振动周期内，自由状态下阻尼损耗的能量可以表

示为

                         （13）

式中， iτ 为自由振动的第 i 个振动周期末的时间。

代入式（7）和式（9），可得

( ) ( )( ) τφτωωξτ
τ

τ
dUD i

i
ifri

2
22
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cos2 ∫
−

+=       （14）

令 φτωϕ += ，则刚性圆柱体与半无限平面之间振动

系统的自由状态下单个振动周期的阻尼能量可以表示为

                （15）

从式（15）中，可以看出刚性圆柱体与半无限平面之

间振动系统的自由状态下单个振动周期的阻尼能量与响应

周期的瞬时幅值的平方、响应周期的频率、阻尼比成正相比，

而与振动周期的瞬时相位无关；进而可以从式（2）、式（11）

和式（12）中看出，刚性圆柱体与半无限平面之间振动系统

的自由状态下单个振动周期的阻尼能量与弹性参数、刚性圆

柱体与半无限平面接触沿轴向方向的长度有关。

刚性圆柱体与半无限平面之间振动系统的自由状态下
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的振动从开始振动到τ 时刻（假设τ 时刻位于第 n 个振动

周期内）的能量耗散 frE 可以表示为

    （16）

代入式（15），可得

              （17）

在初始条件下，刚性圆柱体与半无限平面之间振动系

统的输入能量由冲击载荷所 0P 决定的，由以下公式

                           （18）

综合式（5）、式（12）和式（18），可得可得自由状

态下刚性圆柱体与半无限平面之间振动系统引发振动瞬时

（ 0τ 时刻）的运动状态
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初始条件下，自由状态下刚性圆柱体与半无限平面之

间振动系统的输入能量 inE 可以表示为

                      （20）

将式（8）代入上式，可得

( ) ( )0
2

0 2
1 ττ uuEin +=                    （21）

将式（20）代入到上式中，可得
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2
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可见，自由状态下刚性圆柱体与半无限平面之间振动

系统的输入能量由引发系统振动的激励载荷和系统的性质

共同决定的。

自由状态下刚性圆柱体与半无限平面之间振动系统的

周期能量耗散率可以为

                           （23）

将式（17）和式（23）代入上式，自由状态下刚性圆

柱体与半无限平面之间振动系统的周期累计能量耗散率可

以为
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4. 结论

本文基于赫兹接触理论建立管道 - 支架法向自由振动

接触界面的的动力学模型，提出了自由状态下刚性圆柱体与

半无限平面之间振动系统的能量耗散的计算方法，得到了能

量耗散的计算公式，为分析管道 - 支架法向自由振动接触

的运动特性提供了理论依据。
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