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求解频率动态轨迹约束优化问题的高效积分方法
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摘　要：随着可再生能源在电源中的占比持续上升，系统频率响应不足的问题日益凸显。作者所在课题组已经构建了一种

频率动态轨迹约束的最优潮流数学模型框架，实现系统调频资源的协调优化配置。为更有效地求解该优化问题，本文利用

改良的四阶 3 步 Adams 法和广义后向差分方法两种数值积分方法，对模型中的微分方程约束进行差分化，提高模型求解的

精度和效率。通过比较不同积分方法在求解效率和求解精度等方面的结果，表明差分化方法的改进对提高优化问题求解效

率的有效性，进而为电力系统频率稳定性研究提供更为高效的解决方案。

关键词：差分化；Kron 缩减；微分方程；频率稳定；最优潮流

引言

在新型电力系统中，维持系统频率稳定是电力系统安

全运行的核心 [1]。随着电网规模的迅速扩大以及可再生能源

的大规模并网，电网的动态行为变得更为复杂。文献 [2] 提

出一种动态频率稳定约束最优潮流问题模型，旨在保证一次

调频过程中的频率稳定。该模型的一个显著特点是包含微分

方程约束，该组微分方程用于描述每台发电机的频率和机械

功率的暂态变化。从数学上来说，该优化问题与暂态稳定约

束优化问题类似，同属于动态优化范畴，对于此类问题，通

常利用数值积分方法对微分方程进行差分化，将含有微分代

数方程约束的非线性优化问题转为了非线性约束优化问题。

隐式梯形积分法因其广泛的适用性和稳定性，常用于暂态

稳定问题的商业化分析软件 [3]。然而，隐式梯形积分方法不

能完全满足电力系统动态分析对高效性的需求，为高效求解

DFS-OPF 问题，利用高精度的数值积分方法对微分方程约

束进行差分化显得尤为必要。

本文关注两种新兴的积分方法——改进的 3 步 Adams

法 [4] 和广义后向差分公式 [5]。改进的 3 步 Adams 法是一种

基于显式多步法的改良算法，通过增加校正项和优化系数，

显著提升算法在较大步长下的计算精确度和稳定性。相较于

传统的 Adams 显式方法，改进的 3 步 Adams 法在计算速度

与精确度之间取得了较好的平衡，特别适合于动态系统的分

析。而 GBDF 法则是一种隐式多步法，它具备强大的数值稳

定性和处理刚性问题的能力。通过构建高阶的后向差分公

式，GBDF 在参数变化范围广和非线性特性显著的动态系统

中表现出色。尤其在处理复杂的电力系统动态稳定问题时，

GBDF 能够有效减少计算误差并增强算法的鲁棒性。

为提高 DFS-OPF 优化问题的求解效率，本文分别利用

改进的 3 步 Adams 法和 GBDF 法对 DFS-OPF 模型中的微分

方程进行差分化，并通过巧妙地结合 Kron 缩减技术，对导

纳矩阵进行规模缩减，显著降低扰动后功率平衡方程的规

模，进而减少优化问题的等式约束数量 [6]。

1.DFS-OPF 模型中的微分方程约束

文献 [5] 提出的 DFS-OPF 模型，旨在尽可能少地改变系

统在扰动前的运行方式，来满足动态频率稳定要求。该优化

问题的目标函数是再调度成本最小，约束条件包括扰动前节

点功率平衡方程、扰动前设备及运行约束、同步发电机频率

响应方程、扰动后节点功率平衡方程、频率最低点约束等。

其中，同步发电机频率响应方程包括摇摆方程、调速器响应

方程和初值方程，摇摆方程和调速器响应方程中则含有微分

方程。

摇摆方程的表达式如下：

其中，i 表示发电机接入节点序号，m 表示发电机台数，

δi、ωi 分别表示接入节点 i 的发电机的功角和角速度同时，

ωref 表示发电机的额定角速度，Hi 表示接入节点的发电机的

惯性时间常量，Pm,i 表示接入节点的发电机机械功率，Pe,i 表

示接入节点的发电机的电磁功率。

对于发电机的经典模型，通常假设发电机暂态电抗后
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的电势保持恒定，继而发电机的电磁功率 Pe,i 可表示为：

其中，Ei 表示发电机的电势。

由于发电机的调速响应在一次频率中起着至关重要的

作用，因此系统频率响应模型必须充分考虑涡轮机调速器的

动态特性。下面以再热蒸汽涡轮机为例，利用一组微分代数

方程描述其动态行为。再热蒸汽涡轮机的动态特性可表示

为：

其中，Zg1,i、Zg2,i、Zg3,i 表示中间微分变量，T1,G、T3,G、

T5,G 表示涡轮机调速器的时间常数，POUT,i 是中间功率变量，

Pm0,i 表示额定机械功率，FG 表示分配系数。

2. 微分代数方程约束的差分化方法

2.1 改进的 3 步隐式 Adams 积分方法

改进的 3 步 4 阶 Adams 积分公式的计算格式如下：

式（9）的局部截断误差主要系数为 -0.03457，稳定范

围为（-5.0625，0）。改进的 3 步 4 阶隐式 Adams 方法相较

于传统方法拥有更宽的稳定区间，算法在精确度上实现了显

著的提升，因此它更适合用于求解大规模微分代数方程。多

步法的一个固有缺陷是无法独立启动。为了解决这一问题，

本文采用四阶龙格 - 库塔法来完成前两步的计算。

2.2 广义向后差分积分方法（GBDF）

基于均匀网格 s 级的 GBDF 方法可以描述为：

式（10）各变量表示如下：

当 s=4 时，4 阶 GBDF 方法的计算格式为：

（12）

对于 GBDF 方法，我们需借助附加方法来形成 s-1 个额

外方程，GBDF 的反射方法和与之同阶的传统后向差分法均

可作为附加手段。

下式即为 4 阶 GBDF 方法的附加策略：

  

（13）

（14）

相较于传统的 BDF 方法，s 级的 GBDF 方法在数值分析

领域显示出了其特有的优势。该方法不仅承袭了传统 BDF

方法的核心属性——A- 稳定性，确保具有负实部特征值的

线性系统的数值解保持稳定，而且还具备更为严格的 L- 稳

定性，使得 s 级的 GBDF 方法能够更快地收敛至真实解，因

此，在传统意义上，s 级的 GBDF 方法更为可靠和高效，并

且更适合处理 DFS-OPF 优化问题中的微分代数方程约束。

3.DFS-OPF 优化模型的简化

为提高 DFS-OPF 优化问题的计算效率，采用 Kron 缩减

技术，降低该优化模型的约束规模。仅保留与发电机直接相

连的节点，降低导纳矩阵的阶数。

首先，利用负荷节点的功率计算出等效阻抗，并将其

计入导纳矩阵，具体如下：

类似地，采用上面的方法处理扰动功率，将扰动功率

的影响在导纳矩阵中体现。

将导纳矩阵按发电机节点和其他节点进行分块，得到

如下矩阵：

   （18）

其中，YGG 表示发电机节点的自导纳，YLL 表示除发电

机节点之外节点的自导纳，YGL 和 YLG 则表示发电机节点与

其余节点之间的互导纳。

发电机暂态电抗组成的方阵如下式所示：

   （19）

于是，得到增广导纳矩阵
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   （20）

利用 Kron 技术，可以得到简化后的导纳矩阵：

   （21）

是仅包含发电机节点的导纳矩阵，由此可见，等式约

束的规模大幅度减小，有助于进一步缩短优化问题的求解时

间，减轻 CPU 的计算负担。

4. 仿真计算分析

本节中，我们将比较改进的三步隐式 Adams 方法、

GBDF 方法和隐式梯形三种积分方法对 DFS-OPF 优化问题

求解效率的影响，通过对 WSCC 3 机 9 节点系统进行仿真计

算，验证所提出的先进积分方法和缩减技术的有效性。本文

针对 WSCC 3 机 9 节点系统进行仿真计算，借助 IPOPT 求解

器求解非线性优化问题。假设在 5 号节点处发生风机脱网，

导致系统损失 33 MW 的功率，频率稳定下限设为。

图 1 给出应用三种积分方法得到的系统平均频率变化

曲线，其中，隐式梯形积分方法（以下简称经典方法）的步

长为 0.01s，另外两种先进积分方法的步长为 0.04s。由图可

知，与小步长下的经典方法相比，较大时间步长的先进积分

方法得到的频率曲线差异很小，表明先进积分方法差分化时

可以取较大的积分步长，对优化结果的准确性影响很小。为

进一步验证新积分方法取大步长时的数值稳定性，比较新积

分方法取 0.06s 步长时和经典法取 0.01s 时的系统频率曲线，

如图 2 所示。可以看出，当步长设为 0.06s 时，改进的四阶

三步 Adams 法相较于步长为 0.04s 时曲线波动幅度更大，数

值稳定性降低。而四级 GBDF 方法即便在更大步长下，其频

率曲线的波动幅度仍然低于小步长的经典方法，说明四级

GBDF 方法的数值稳定性更好。

图 1 应用不同积分方法时的系统平均频率曲线

图 2 应用不同积分方法时的系统平均频率曲线

为更深入的比较两种先进积分方法的数值稳定，表 1

比较两种高阶积分方法计算结果的均方根误差（RMSE）和

平均绝对误差（MAE）。可以看出，四阶 GBDF 方法计算

出的 RMSE 和 MAE 两个误差值显著低于 Adams 方法的结果，

这一结果从数学角度验证了四阶 GBDF 方法具有更加出色的

数值稳定性。

表 1 两种先进积分方法计算结果的 RMSE 和 MAE 比较结果

发电机节点
RMSE MAE

Adams GBDF Adams GBDF

1 0.00096 0.00056 0.00079 0.00046

2 0.00060 0.00036 0.00046 0.00029

3 0.00049 0.00029 0.00040 0.00024

表 2 比较了三种积分方法在不同积分步长下的迭代次

数、目标函数值和计算时间。由结果可知，新型四阶三步

Adams 方法在迭代次数和计算时间方面均超越了其他方法，

尽管在更大步长（t=0.06）下其精度上略有不足，但在较大

的步长下（t=0.04），该方法以更少的迭代次数和更短的计

算时间实现了更高的计算效率。四阶 GBDF 方法虽然在迭代

次数上不及新型四阶三步 Adams 方法，但在采用更大步长

（t=0.06）时，其计算时间接近四阶三步 Adams 方法，而且

计算结果精度明显强于四阶三步 Adams 方法。

表 2 不同积分方法和步长的比较结果

积分方法 迭代次数 / 次 目标值 / ＄ 计算时间 /ms

经典方法（t=0.01） 170 3.11 335

改进四阶三步 Adams（t=0.04） 24 3.17 30

改进四阶三步 Adams（t=0.06） 25 3.41 19

四阶 GBDF（t=0.04） 29 3.12 163

四阶 GBDF（t=0.06） 26 3.15 94

以上仿真结果表明，利用新型积分方法处理 DFS-OPF

问题中的微分方程约束，能显著提高优化问题的计算效率和

精度，对于电力系统频率稳定性研究具有显著的应用价值。
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对于精度要求较高时，可以选用大步长的四阶 GBDF 方法，

而对于计算效率和精度要求均较高时，可以优先选用改进的

四阶三步 Adams 方法。不管采用哪一种先进积分方法，相

较于经典方法，在计算效率上都有了质的提升。

5. 结语

为提高动态频率稳定约束最优潮流问题的求解效率，

针对隐式梯形积分方法数值稳定性差的问题，本文提出采用

改进的四阶三步隐式 Adams 和四阶广义后向差分公式两种

积分方法，对优化问题中的微分代数方程进行差分化，以此

提高求解效率和准确度。此外，本文采用 Kron 缩减技术降

低导纳矩阵规模，有效减少了等式约束的数量，进一步提升

了问题的求解效率。仿真计算结果表明，改进的三步隐式

Adams 法，在步长增加时，能以更少的迭代次数和更短的计

算时间实现更高的计算效率，特别适用于求解对实时性要求

较高的动态优化问题。GBDF 法则因其高精度和强大的数值

稳定性，在处理刚性强、动态特性复杂的电力系统问题时，

展现了巨大的应用潜力。本文所提出的方法为动态频率稳定

约束最优潮流问题的高效求解提供了坚实的技术支持，并为

电力系统频率稳定性研究开辟了新的研究路径，对于推动电

力系统动态优化与实时调度技术的发展具有重要的意义。
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