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基于大数定律和中心极限定理的高尔顿钉板试验结果分析
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摘要：在 MATLAB 环境下实现对高尔顿钉板试验的模拟，并对

试验结果进行了总结：当钉子的层数 n 较多时，小球落入位置近

似服从正态分布；当小球的数量 m 较大时，小球堆成的形状具有

稳定性且近似于二项分布分布律折线形状；当小球数量 m 较大、

钉子的层数 n 较多时，小球堆成的形状具有稳定性且近似于正态

分布的密度曲线形状。基于（大数定律和中心极限定理）分析了

高尔顿钉板试验结果出现的原因，并纠正了人们对试验结果以及

出现原因的模糊认识，同时数值仿真的结果验证了大数定律和中

心极限定理的正确性 .
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高尔顿钉板试验是由英国生物统计学家高尔顿设计 . 许多学

者对高尔顿钉板试验做了分析与研究，但往往停留在描述性说明

而没有严格的数学证明 [2-4]，或者仅仅利用中心极限定理来解释

试验结果 [5-6]. 目前人们往往对高尔顿试验结果存在一些模糊认

识。例如：

当放入大量小球，则其最后呈现的曲线几乎总是类似的 . 这

一试验结果仅用中心极限定理就可作解释吗？事实上，要解释该

试验结果，不仅需要用中心极限定理，而且还需要用大数定律 .

严格地说，小球的落入位置服从二项分布而非正态分布，但

是当满足一定的条件时，可以说“小球落入位置近似服从正态分布”

以及“大量小球落入格子后形成的形状近似于正态分布的密度曲

线形状”. 这里的条件仅仅需要“小球的数目足够多”吗？事实上，

条件既需要“小球的数目足够多”，又需要“钉子的层数足够大”。

鉴于此，本文将利用 MATLAB 编程实现对高尔顿钉板试验的

模拟，将实际中耗时耗力重复的试验，利用计算机得以实现，大

大提高了效率；基于严格的数学理论分析了试验结果出现的原因

以及所得结论的正确性，并纠正了人们对试验结果以及结果产生

原因的模糊认识。

一、高尔顿钉板试验的仿真及实验结果分析

（一）高尔顿钉板试验的结果

设高尔顿钉板有 n 层钉，第 n 层钉共有 n 个，两个钉之间一个

空， 则 有 ( )1n + 个 空 . 把 这 ( )1n + 个 空 由 左 到 右 依 次 编 号

0,1, ,i n= 
共 ( )1n + 个空 . 设Y 表示小球的落入位置，则Y 的所有

可能取值为 0,1, ,n ，并设小球碰到钉子向左落下的概率为 p ，向

右落下的概率为 1q p= − .

在 MATLAB 环境下，高尔顿钉板试验的模拟 . 图 1-3 展示了当钉

子的层数 8n = ，小球的个数分别为 10,m = 100, 和1000 时的模拟结

果 . 这里小球碰到钉子向左、向右落下的概率分别为
1
2

p = ，
1
2

q = .

由试验结果可以得到如下结论：

结论（1）：小球的落入位置Y -B（n，p） ( ),B n p ；当钉子

的层数 n 较多时，小球落入位置近似服从正态分布；

结论（2）：当小球数量 m 较小时，小球堆成的形状不具有

稳定性，也不具备“正态密度曲线形状”的特点；当小球数量 m

较大时，小球堆成的形状才具有稳定性，具备“二项分布分布律

形折线”形状；

结论（3）：当小球数量 m 较大，且钉子的层数 n 较多时，小

球堆成的形状具有稳定性，且小球落入格子后形成的形状近似于

“正态分布的密度曲线”形状 .

图 1 高尔顿钉板试验的 Matlab 模拟结果，小球的个数 10,m = 钉子的层数 8n =

图 2 高尔顿钉板实验的 Matlab 模拟结果，小球的个数 100m = ，钉子的层数 8n =

图 3 高尔顿钉板实验的 Matlab 模拟结果，小球的个数 1000m = ，钉子的层数 8n =

图 6 二项分布 ( )100,0.5B 的频率直方图和正态分布 ( )50,25N
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（二）结论分析

1. 结论 1 的分析说明：

设

，

其中 n 代表钉子的层数 .

iX 的分布律为：
1 0.5,
2iP X = − = 

 

1 0.5
2iP X = = 

 
.

若引入直角坐标系，设第 0 个格子的坐标为 0，第一个格子

的坐标为 1，依次类推，第 n 个格子的坐标为 n，则小球最终的落

入 位 置 为
12

n

i
i

nY X
=

= +∑ ， 且 Y 服 从 二 项 分 布， 即

( )
1

,0.5
n

i
i

Y X B n
=

= ∑ 
. 故

P { 小 球 落 入 第 k 个 格

子 } { } ( ) ( )0.5 0.5 , 0,1,2, ,k n kn
P Y k k n

k
− 

= = = = 
 


.

根据棣莫弗 - 拉普拉斯中心极限定理可得，当 n→∞ 时，二

项分布依分布收敛到正态分布 . 故当钉子的层数 n 较多时，小球落

入位置 Y 近似服从正态分布 . 故结论（1）成立 . 显然试验结果验

证了中心极限定理的正确性 .

2. 结论 2 的分析说明：

假设共有 m 个小球，令 iY 表示第 i 个小球的最终落入位置，

显然 1 2, , , mY Y Y 可看作是来自总体Y 的一个样本 . 1 2, , , mY Y Y 相互

独立，且 ( ),0.5 , 1,2, ,iY B n i m= 
.

据伯努利大数定律可得，当 m→∞ 时，小球落入第 i 个格子

的频率依概率收敛到落入第 i 个格子的概率 . 当小球的数量 m 较小

时，不满足大数定律的条件，则频率就不具备稳定性 . 小球的数

量 m 较大时，满足大数定律的条件，则频率依概率收敛到概率 . 因

此，我们有：当小球数量 m 较小时，小球堆成的形状不具有稳定性，

也不具备落入中间格子的较多，落入两边格子的较少的特点；当

小球数量 m 较大时，小球堆成的形状具有稳定性 . 故结论（2）成立 .

图 4（a）展示了二项分布 ( )8,0.5B 的分布律，图 4（b）展示

了当小球的数目为 10000m = ，钉子的层数 8n = 时落入每个格子

的小球频数直方图，结果显示落入第 5 个格子的频数最多 . 图 4（c）

展示了 4（b）图相应的落入每个格子的小球频率直方图 . 根据图

4（a）和图 4（c），证实伯努利（Bernoulli）大数定律的正确性，

即，当小球的数目 m→∞ ，小球落入每个格子的频率依概率收敛

到小球落入每个格子的概率 .

3. 结论 3 的分析说明：

根据中心极限定理，当钉子的层数 n 较多时，小球落入位置

Y 近似服从正态分布，根据大数定律，当 m→∞ 时，小球落入第

i 个格子的频率依概率收敛到落入第 i 个格子的概率 . 所以，当小

球数量 m 较大，且钉子的层数 n 较多时，小球堆成的形状具有稳

定性，且小球落入格子后形成的形状近似于正态分布的密度曲线

形状 . 故结论（3）成立 .

图 5（a）展示了二项分布 ( )100,0.5B 的分布律，图 5（b）展

示了当小球的数目为 10000m = ，钉子的层数 8n = 时落入每个格

子的小球频数直方图 . 图 5（c）展示了图 5（b）图相应的落入每

个格子的小球频率直方图 . 图 5（a）、图 5（c）及图 6，不仅证

实了伯努利大数定律的正确性，而且也证实了棣莫弗 - 拉普拉斯

中心极限定理的正确性 .

比较图 4 和图 5，虽然都是大样本的情况下，当钉子的层数

较少时，小球落入格子后最后呈现的轮廓形状与正态分布差别较

大；当钉子的层数较多时，小球落入格子后最后呈现的轮廓形状

与正态分布比较吻合，从而也证明了中心极限定理只有在钉子层

数较多的情形下成立 .

图 4（a）二项分布 ( )8,0.5B 的分布律；（b）二项分布 ( )8,0.5B 的频数直方图，

10000m = ；（c）二项分布 ( )8,0.5B 的频率直方图， 1000m = .

图 5（a）二项分布 ( )100,0.5B 的分布律；（b）二项分布 ( )100,0.5B 的频数直方

图， 10000m = ；（c）二项分布 ( )100,0.5B 的频率直方图， 10000m = .

二、总结

本文在 MATLAB 环境下实现了对高尔顿钉板试验的模拟，对

试验结果进行总结得出一般结论：

基于大数定律和中心极限定理，分析试验结果出现的原因，

解释了所得结论的合理性和准确性，纠正了人们长期以来对于高

尔顿钉板试验的结果以及结果出现原因的模糊认识 .
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