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完全扰动下的压缩感知数学模型及 OMP 算法分析
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摘要：压缩感知是建立在矩阵分析、图论、数值线性代数、

优化与运筹学、泛函分析等基础上的一种全新的信息获取和处理

的理论框架 . 在实际应用中，观测向量和观测矩阵同时受到干扰，

称为完全扰动，本文介绍了完全扰动下的压缩感知数学模型，并

基于 RIP 条件分析了 OMP 算法的性能 .
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时代在飞速发展，基于移动互联网、万物互联和 5G 的需要，

人们对信息的需求量剧增，而高速处理信息的方法必然是这个时

代的一种需求，生活中面临大量的数据的存储和传输的问题，在

减少成本和能量的消耗的基础上，如何高效处理数据以减少数据

处理的压力，很多年来，信号采样的理论基础都是源自奈奎斯特

理论，该理论针对于本身具有稀疏特性的信号，有一定的局限性，

获取、存储、处理信息过程中会产生巨大的资源浪费，因为它在

获得大量数据后，又要丢弃，另一方面，生活中很多信号并不需

要精确的表达 . 于是如何高效处理本身具有稀疏特性的信号，产

生了压缩感知 . 压缩感知（Compressed Sensing，CS）理论，处理

稀疏或者在某种变换域上稀疏的信号时，通过观测矩阵将信号从

高阶矩阵投影成低阶矩阵方法实现信号的压缩采样 . 在远小于奈

奎斯特采样率的条件下，将信号的采样变成信息的采样，使数据

采集和压缩同时进行，然后通过解优化问题重建原始信号 . 压缩

感知对一些领域的应用有着深远的影响，它给医学、无线通信、

雷达探测、生物传感、机器学习、信道编码等领域带来了革新，

压缩感知的理论基础涉及到很多数学学科，主要包括矩阵分析、

数值线性代数、优化理论、近似理论、凸优化、图论、拓扑几何、

优化与运筹学等 . 稀疏信号的恢复算法在理论上是可行的，在实

际生活中也是存在的，它的数学理论就是在稀疏条件下求解一个

欠定方程的解问题 . 在压缩感知中如何设计有效的观测矩阵，如

何设计一个有效的重构算法，一直是研究的热点问题 . 这两个问

题有时不是完全独立，很多时候考虑重构算法时需要同时考虑观

测矩阵，近些年也有一些不错的结论 . 压缩感知近些年来一直备

受关注，每年以它为关键词的文章在数以千计的增加，它的理论

突破是很多学者在自己的领域内不断研究的结果，近些年研究方

向一部分集中在完全扰动情况下重建算法的恢复性能，因为许多

实际应用中存在噪声以及观测矩阵与预先设计不太一致的问题，

这称为完全扰动 . 完全扰动下研究重建算法的性能有着现实意义，

很多学者展开了相关的研究 .

一、稀疏表示

压缩感知的使用前提是信号具有可压缩性，而许多现实世界

中的信号都具有可压缩性，比如声音、图像 . 所谓可压缩性是指

信号的特性，第一种情形是信号本身是稀疏的，第二种情形是信

号本身不稀疏，但在某个变换域中体现出稀疏特性，第三种情形

是信号在某个变换域下近似稀疏，例如，JPEG 技术是因为图像在

离散余弦基或小波基上具有可压缩性 . 可压缩的信号 x N∈ 可以

用一组稀疏基 1{ }Ni i=Ψ 来表示

1
x=

N

i i
i

s
=

Ψ∑

二、观测矩阵

观测矩阵的设计是研究者努力的目标，也是压缩感知重要的

一环，如何设计观测矩阵才能保证信号的有效信息，稀疏条件下，

如何从观测向量中恢复原始信号，基于以上前提，众多学者发现

观测矩阵 Φ 和稀疏基 Ψ 的非相干性是确保重构的条件，但是验证

非相干性是非常困难的，随着研究的深入，观测矩阵的 RIPI、列

相干性出现，最终许多专家提出有限等距条件（RIP），这是压缩

感知理论的一个重要突破，使其得到了实际的应用 .

三、解的优化

起初研究者尝试利用 0l 最优化基于下式从观测向量中恢复稀

疏信号 x ，然而

0x
min || x ||

. . xs t y




= Φ ，

这是行不通的，搜索解的空间过于庞大，属于 NP 问题 .

Chen 文章中阐明，一定限制条件下使用凸范数来近似非凸范

数，进而转化为凸优化问题，如果满足 RIP 条件，可以通过下式求解 .

1x
min || x||

. . x.s t y




= Φ

完全扰动下可通过下式求解 .

1x̂

2 ,n

ˆmin ||x||

ˆˆ̂. . || x|| .Es t y ε




−Φ ≤

其中， ˆ ny y= + ， ˆ = +EΦ Φ ， ,nEε 是与矩阵扰动和噪声有关

的参数 .

四、重构算法

近些年来，国内外学者研究出很多算法，其中的贪婪算法主

要包括匹配跟踪（MP）、正交匹配跟踪算法（OMP）、压缩采样

匹配跟踪算法（CoSaMP）、子空间跟踪算法、正则化正交匹配追

踪算法、循环硬门限法 .

信号的重构算法是压缩感知理论中重要的一部分，随着对重

构算法的研究不断深入，推动压缩感知理论的发展也不断延伸 . 目

前重构算法的研究已经取得了很多成就和进步，经实验验证贪婪

算法和凸优化法恢复效果较为理想。其中贪婪类算法不但复杂度

低，而且运算速度较快，对硬件要求也较低，实际场景中易于实现，
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因此拥有广泛的应用 .

五、压缩感知基础数学模型

压缩感知理论于 2006 年已经提出，就立即受到国内外研究者

的重视，并成为一大热点问题，近二十年年间，利用压缩感知技

术来重建可压缩的信号备受青睐。我们采用矢量空间中的向量来

描述信号，使之数学化，稀疏信号即为向量 1 2x ( , , , )Nx x x=  ，使

其中大多数位置为 0，索引集合 [ ] {1,2, , }N N⊂  ， S 是 [ ]N 的一

个子集记为，代表集合的基数，即集合中所含元素的个数 . S 记

为 全 集 为 索 引 集 合 的 补 集 . supp(x) { : 0}ii x= ≠ 表 示 支 撑 集，

0|| x || | supp(x) |= ，尽管 0|| x || 不是一个范数，但常常把其粗略地称

为 x 的 0 范数， 1
1

|| x || | |
N

i
i

x
=
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2
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数最大的 K 列子矩阵， 2
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把非零个数最多只有 K 个的向量 x 称为 K 稀疏向量，最初的研究

考虑了一种理想的不受任何干扰的压缩感知数学模型：

= xy Φ

其中 my∈ 、 ( )m N m N×Φ∈  、x N∈ 分别表示观测向量、

观测矩阵、稀疏向量。如图 1 更为直观。

图 1压缩感知基础数学模型

实际应用问题中，很多信号都不是绝对稀疏的，而在某个稀

疏字典 Ψ 或正交变换域中会呈现稀疏性，此时不受任何干扰的压

缩感知的数学模型如图 2 所示 .

图 2某个变换域中呈现稀疏性压缩感知基础数学模型

为了使接下来的叙述方便，以上两种基础数学模型合并成统

一表达式 xy = Φ .

六、完全扰动下的压缩感知数学模型

研究人员发现很多场景中都有噪声存在，考虑有噪声的

场景，数学模型需要添加噪声项 n ，建立了一个有噪声的数

学模型：

x+ny = Φ

然而，在实际的应用中，观测向量和观测矩阵往往同时受到

干扰，即为完全扰动的数学模型：

( )x+ny E= Φ +

其中， E 为扰动矩阵，完全扰动问题的出现在各种实际场景

中，如遥感（remote sensing microscopy）、信源分离、波达方向和

雷达成像等 .

考虑时的情况， E ， n 0≠ 可以将完全扰动问题的解扩展为

#

#
1

# #
2 ,n

min || ||

. . || ||

x

E

x

s t y x ε
∧




 −Φ ≤

其中， # ny y= + ， E
∧

Φ = Φ + ， ,nEε 是与矩阵扰动 E 和噪声

向量 n 相关的参数 .

根据有限等距（RIP）性质，在完全扰动情形下，Ding 等推

导得到了 OMP 算法的收敛条件及重建误差，文献改进了 OMP 算

法的收敛条件 .

七、RIP 准则

定义 1 设 m NR ×Φ∈ ， K m≤ ， 0 1δ< < ，矩阵 Φ 满足参数为

的有限等距是指：如果对于任意的有

2 2 2
2 2 2(1 ) || x|| || x|| (1 ) || x||δ δ− ≤ Φ ≤ +

δ 取最小值时记为 Kδ ，即为矩阵 Φ 的有限等距常数（RIC）.

本文基于 RIP 条件研究完全扰动下的 OMP 算法性能 .

八、OMP算法及其恢复条件

正交匹配追踪算法（OMP）

输入： Φ ， y ， K ，终止条件 .

初始化：

0r y= ， 0S = ∅ ， 0n = .

在第次迭代过程中，重复以下步骤

1n n= + ；

1
1

argmax | , |n n i
i N

S r −
≤ ≤

= < Φ > ；

| |

#
2argmin || ||

n nSn
S S

x R
x y x

∈
= −Φ ；

#
n nn S Sr y x= −Φ ；

直到满足终止条件

输出：
#

2
{x|supp(x)=S }
argmin || ||

k
k

Sx y= −Φ

证 明 ： 首 先 在 O M P 算 法 中 ，

1 1 1

†
1 1 n n nn n s s sr y x y y P y

− − −

⊥
− −= −Φ = −Φ Φ = . 在 匹 配 步 骤 中，

1 1 11 1 1( )
n n n

T T T T
n n s s s nh r P P y r

− − −

⊥ ⊥
− − −= Φ = Φ = Φ ，在算法的迭代过程中 OMP
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从观测矩阵Φ 中选择与余向量最匹配的列向量，选定后，该列被

添加到之前已经选好的列索引集合中，通过将观测向量 y 投影到

列索引构成的列空间中，不难注意到，把 y 和Φ 分别替换为完全

扰动下的 ŷ 和 Φ̂ 也是成立的，即

1 1 1

†
1 1

ˆˆ̂̂ˆ̂̂̂
n n nn n s s sr y x y y P y
− − −

⊥
− −= −Φ = −Φ Φ =

以及

1 1 11 1 1
ˆ̂ˆ̂̂ ( )

n n n

T T T T
n n s s s nh r P P y r

− − −

⊥ ⊥
− − −= Φ = Φ = Φ ，

即可证得完全扰动下 OMP 能够恢复信号 .

引理 3.1 设 supp( )x = Γ， | | KΓ = ，如果观测矩阵
∧

Φ 满足下
列条件

2
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2 || ||1
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ii
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且 有 1 2 2
1.3|| || || ||
1

n xτ
ε Γ≤

−
和 2

2min | | || ||
1ii

x xτ
ε Γ∈Γ

>
−

， 当

2 2
1.3|| || || ||
1kr xτ

ε Γ≤
−

的终止条件得到满足时，OMP 算法能够重建稀

疏向量，其中

2 2
1

2 2

|| || || ||
(1 )( )

|| || || ||
x x
x K x

τ ε ε ε Γ Γ

Γ Γ

= + + + + .

证明：正交匹配跟踪算法（OMP）算法步骤 3 中，该算法准

确 重 建 稀 疏 信 号 需 要 满 足 以 下 条 件

1 1
ˆ̂max | , | max | , |

c
n i n j

i i
r r− −

∈Γ ∈Γ
< Φ >> < Φ > ，根据最小二乘法，在算法步

骤 5 中 可 以 得 到
1 1 1 1
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1 1 1 11 / / 1
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不等式可转化为

1 1 1 1 1 1 1 1 1/ / / / / / 1 / 1
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1 1 1 1 1 1/ / / / / / 1 1
ˆˆ̂|| || || ( ) || (1 1 )min | |

n n n n n n
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s s s s s s K ii

P x P n K xδ
− − − − − −
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Γ Γ Γ Γ ∞ Γ Γ ∞ + ∈Γ
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右侧推导可得

1 1 1

1
/ 1 1 2

2 ˆˆ̂̂|| || || ( ) || (1 ) || ||
1c cn n n

T T
s s s K sP P n xτ δ

ε− − −
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Γ ∞ ∞ +Γ Γ
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−

其中 1 1 1 1 2(1 )( )t tτ ε ε ε= + + + + . 证毕 .

九、数值实验及OMP算法性能分析

实验 1

在仿真中第一个实验检测了信号长度为 1024，观测矩阵宽度

为256，完全扰动 ,n =0.01Eε ， =10K 环境中的OMP算法的重建性能，

实验表明其抗扰动能力较强，重建性能较优 .

实验 2

实验 2展示了完全扰动下，取 ,n =0.01Eε ，稀疏度 K 依次取 4、

12、20、28、36 时，不同测量数下的恢复性能，实验表明稀疏度

一定，测量数越多，恢复效果越好，当测量数达到一定值时，可

以完全恢复，同时也表明测量数一定，稀疏度越小，恢复效果越好 .

实验 3 展示了完全扰动下，取 ,n =0.01Eε ， M 分别取 50、

100、150、200、250 时，不同稀疏度的恢复性能 . 实验表明稀疏

度一定，测量数越多，恢复效果越好，当测量数达到一定值时，

可以完全恢复，同时也表明测量数一定，稀疏度越小，恢复效果

越好 .

实验 4 展示了观测矩阵的维度为 256 1024× ，矩阵扰动参

数 ε 取 (0,0.1) 值且稀疏度 K 依次 5、10、15 时的恢复性能 . 实

验表明稀疏度一定，扰动值越大，恢复的误差越大 . 当扰动值

一定，稀疏度越大，恢复效果越好 . 从图上很容易看出 K 取
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15 时优于 10 和 5.

实验 3

实验 4

实验 5

实验 5 展示了观测矩阵的维度为 512 1024× ，矩阵扰动参数 ε

取 (0,0.1) 值且稀疏度 K 依次 5、10、15 时的恢复性能 . 实验表明

稀疏度一定，扰动值越大，恢复的误差越大 . 当扰动值一定，稀

疏度越大，恢复效果越好 . 从图上很容易看出 K 取 15 时优于 10

和 5. 结合实验 4 和 5 容易看出算法的平均误差几乎和扰动参数保

持线性关系，而且算法中观测矩阵的维度越大，恢复效果越来，

也就是 512m = 的恢复性能比 256m = 的恢复性能更佳 .

实验 6

实验 6 探究了观测矩阵的宽度 m 对算法的重建稳定性的影响，

矩 阵 的 宽 度 m 以 50 为 间 隔 从 50 到 550 变 化， 矩 阵 参 数

{0.01,0.05}ε ∈ . 信号 x 的稀疏度 20K = ，结论为随着 m 值的增大，

OMP 算法性能提高 .
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