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带乘性噪声的各向异性回归模型小波估计MISE
陈　佳

（四川文理学院数学学院，四川 达州 635000）

摘要：针对带乘法噪声回归估计模型，利用小波方法构造了

回归函数线性小波估计器，并在回归函数具有各向异性和样本强

混的条件下，在各向异性贝索夫空间中讨论了估计器的积分均方

误差收敛阶。结果表明，当样本容量足够大时，小波估计器是相

合的，且当空间的各向异性指标相等时，结论与各向同性贝索夫

空间中的相关结果吻合。

关键词：乘性噪声、各向异性、小波估计、强混样本、积分

均方误差。

设 ( ){ }, , 1,2, ,i iX Y i n=  是概率空间 ( ), ,F PΩ 上的同分布随机

变量，其公共密度函数为：

( ) ( ) ( ) ( ) [ ], ,
, , 0,1 R,dx y g x y

f x y x y
ω

µ
= ∈ ×,  （1）

其中 ( ),x yω 为偏差函数， ( ),g x y 表示未被观测到的随机变

量 ( ),U V 的密度函数， ( )( ): ,E U Vµ ω= < ∞  （ EX 表示 X 的期望）。

回归函数定义为：

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) [ ]R
,

| , 0,1 ,dy g x y dy
r x E V U x x

h x

ρ
ρ= = = ∈∫   （2）

其中 ρ 为已知函数， h 为 随机变量 U 的边际密度函数（即

( ) ( )
R

,h x g x y dy= ∫ ）。

针对上述回归模型的研究可以追溯到 1964 年 Nadaraya 和

Watson 所做的工作，后来经 Chesneau、Chaubey 等人的研究，在

样本独立的情形下讨论了估计器在各向同性贝索夫空间中的积分

误差，文献给出了 ( )1pL p≤ < ∞ 风险意义下小波估计的最优收敛
速度；2017 年寇俊克针对带偏差非参数回归估计模型，考虑了多

元小波估计量的 ( )1pL p≤ < ∞ 风险收敛阶；2019 年，郭慧君基于
独立随机样本在各向同性贝索夫空间中研究了回归函数的线性和

非线性小波估计器的点态收敛阶。对于强混样本的情形，2018 年

寇俊克用一种新的方法讨论了回归函数的 ( )1pL p≤ < ∞ 风险的小
波估计；2021 年，寇俊克给出了回归函数导数的线性和非线性小

波估计器，并在 ( ), [0,1]s
p qB 中研究了估计器的 2L 风险收敛阶；

2022 年，陈佳在各向同性贝索夫空间中研究了带乘法噪声回归函

数的线性和非线性小波估计器的 ( )1pl p≤ < ∞ 点态风险收敛阶；
2022 年，陈佳针对强混带偏差样本回归模型，在各向异性贝索夫

空间中讨论了线性小波估计器的点态 ( )1pl p≤ < ∞ 风险。基于此，
本文在各向异性贝索夫空间中研究强混样本下带乘性噪声回归函

数的线性小波估计器的积分均分误差（MISE）。

一、各向异性小波理论和贝索夫空间

设 { }: ZjV j∈ 是 ( )2 RL 中的多分辨率分析， φ 和ψ 为相应的

Daubechies 尺度函数和小波函数，因此φ ，ψ 满足（θ ）条件（即

( )
R Z
sup

x k
ess h x k

∈ ∈

− < +∞∑ ， h 表示φ 或ψ ）。

记 ( )1, , dτ τ τ=  为 R d 上 的 各 向 异 性 指 标， 满 足

( )0 1i i dτ > ≤ ≤ ，
1

d

i
i

dτ
=

=∑ ，对 0t∀ > ， Rc∈ ， R dx∈ ，约定

( ) ( )1
1, , d c c

dt x t x t x t t
ττττ τ= = ； .

定义指标集

( ) { } { }{ }: , : 0,1 \ 0 , N , Nd d d
j m m jτ γ γΩ = ∈ ∈ ∈ ，

且 满 足 对 任 意 的 1, ,i d=  ， 当 0iγ = 时， i im jτ=    ； 当

1iγ = 时， ( )1i i ij m jτ τ≤ < +      。这里及以后， a   表示 a 的整

数部分， Nd 为分量均为自然数的 d 维全体向量。注意到集合 jτΩ

的基数是有限的，事实上：

( ) ( )( ) ( )( )
1

2 1 1 1 2 1 1
d

dd d
j i i

i

j j dτ τ τ
=

Ω ≤ − + + − ≤ − + < ∞∏ .

定义

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),2 2
; ;

1 1

: 2 2 ; : 2 2 ,
i

i ii

j md d
mj m

j k i i j k i i
i i

x x k x x k
τ

γτ γ
τ τφ ψ

  
      

= =

Φ = − Ψ = −∏ ∏  （3）

其中 ( ), jm τγ ∈Ω ， 1 dm m m= + + ，
, 0
, 1

i i

i

γ φ γ
ψ

ψ γ
 == 

=





。对任

意的 0 Nj ∈ ，

( ) ( ) ( ) ( ){ }0

,
; ; 0: N, , , Z ,m d

j k j k jx x j j m I kγ
τ τ τγΦ Ψ ≤ ∈ ∈ ∈， （4）

构成 ( )2 R dL 的一组标准各向异性小波正交基，即对任意的

( )2 R df L∈ ，

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
0 0

0

, ,
; ; ; ;

,z z

,
d d

j

m m
j k j k j k j k

j j m Ik k

f x x x
τ

γ γ
τ τ τ τ

γ

α β
∞

= ∈∈ ∈

= Φ + Ψ∑ ∑ ∑ ∑ （5）

其 中
0 0; ;,j k j kfτ τα = Φ ， ( ) ( ), ,

; ;=m m
j k j kfγ γ
τ τβ Ψ， ， 在 本 文 中

( ) ( ),f g f x g x dx= ∫ 。 由 于 φ 满 足（ θ ） 条 件， 可 得

( ) ( )R RL Lφ ∞∈  ， 则 对 于 ( )( )R 1p df L p∈ ≤ < ∞ ， 以 及

[ ]supp 0,1 df ⊆ ，

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
0 0

00

, ,
; ; ; ;

,
,

j j j

m m
j k j k j k j k

k j j m I k
f x x x

τ τ τ

γ γ
τ τ τ τ

γ

α β
∞

∈Λ = ∈ ∈Λ

= Φ + Ψ∑ ∑ ∑ ∑

其 中 { }0

0 1
1 2 ,2 2 , ,2 i

d
j

j i
N N τ

τ
  

=
Λ = ⊗ − −  ， { }

1
,1 , ,2 1i

d
j

j i
N N Nτ

τ
  

=
Λ = ⊗ − − + − 。 由

φ 和 ψ 的 紧 支 撑 性 可 得 集 合
0j τ

Λ 和 jτΛ 的 基 数 有 限， 且

0

0
~ 2 j

j
τ

τΛ ， ~ 2 j
j

τ
τΛ 。这里及以后， A B 表示 A cB≤ ，其

中 c 为独立于 A 和 B 的正常数； A B 意指 B A ； A B 表示

A B 和 B A 。接下来，给出各向异性贝索夫空间定义。

定 义 1 设 ( )1, , Zd
dk k k= ∈ ， ( )1, , R d

ds s s += ∈


 ，

, 1, ,i ik s i d> =  ，对所有 [ ), 1,p q∈ +∞ ， ( ), Rs d
p qf B∈


，当且仅当

（i） ( )Rp df L∈ ，（ii） ( )
,

1

1

0
1

: i i
s

ip q

d qqs q k i
tB p p

i i

dtf f t f x
t

−

=

 
= + ∆ < ∞ 

 
∑ ∫

，称 ( ), Rs d
p qB


为各向异性贝索夫空间，是一个巴拿赫空间。

众所周知贝索夫空间可以用小波刻画，更多关于各向异性贝

索夫空间的内容参考文献。

引 理 1 设
( ) 1

1 1 1d

i is d d s=

= ∑ ， 0is > ，
( ) ( )1, ,i

i

s d
i d

s
τ = =  则

( ), Rs d
p qf B∈


等价于

( ) ( )

( )
0,

0

1

,2
. .

,
2s p pp q

j

q qmdj s d
mp

j jB l lj j m I
f

τ

γ
τ τ

γ

α β
 ∞ − + 
 

= ∈

    = + < +∞ 
    

∑ ∑ .
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其中
0 0. ;

Z
p

d

p p

j j kl
k

τ τα α
∈

= ∑ ， ( ) ( ), ,
. ;

Z
p

d

p pm m
j j kl k

γ γ
τ τβ β

∈

= ∑ 。

备注 1：此定理蕴含着

( ) ( )
, 2
. 2

p

mdj s d
m p

j l

γ
τβ

 
− − − 

 
 （6）

本文中还假设回归函数 ( )r x 属于 0H > 的贝索夫球，即

( ) ( ) ( ){ }
,, ,: R : s

p q

s s d
p q p q B

r x B H f B f H∈ = ∈ ≤

 

。

二、线性小波估计量

在本节中，将对模型 - 给出一些假设，并构造线性小波估计器。

定义 2 设 { },iX i Z∈ 是严平稳的随机向量序列

( ) ( ) ( ) ( ){ }0lim limsup : , 0,kk k
k P A B P A P B A F B Fα ∞

−∞→∞ →∞
= − ∈ ∈ =

则序列 { },iX i Z∈ 是强混合的。其中 0F−∞ 表示 { }, 0iX i ≤ 所生

成的σ - 代数， kF∞ 由 { },iX i k≥ 所生成的σ - 代数。
下面，对模型 - 给出一些假设：

H1、存在常数 1 0c > ，使得
[ ]

( ) 1
0,1

inf
dx
h x c

∈
≥ 。

H2、 ρ 满足 ( ) ( )d dL R L Rρ ∞∈  。

H3、对任意 ( ) [ ], 0,1 Rdx y ∈ × ，存在常数 2 30 c c< < < ∞ 使得

( )2 30 ,c x y cω< < < < ∞ 。

H4、序列 ( ){ }, , 1, ,i iX Y i n=  的强混系数满足 ( ) 4c kk eα λ −≤ ，

其中 0λ > ， 4 0c > 。

H5、 设 ( )1 1 1 1, , ,k kX Y X Yf
+ +

为 ( )( )1 1 1 1, , , 1k kX Y X Y k+ + ≥ 的 密 度 函 数，

( )1 1,X Yf 为 ( )1 1,X Y 的 密 度 函 数， 存 在 常 数 5 0c > ， 使 得

( ) [ ] [ ], , , 0,1 R 0,1 Rd dx y x y′ ′∀ ∈ × × × ，

( ) [ ] [ ]
( ) 5

1 , , , 0,1 R 0,1 R
sup sup , , ,

d d
k

k x y x y
h x y x y c

≥ ′ ′ ∈ × × ×

′ ′ ≤ ，

其 中

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1 1 1 1 1, , , , ,, , , = , , , , ,

k kk X Y X Y X Y X Yh x y x y f x y x y f x y f x y
+ +

′ ′ ′ ′ ′ ′− 。

各向异性回归函数 ( )r x 的线性小波估计量如下，

( ) ( ); ;ˆˆ
j

j j k j k
k

r x x
τ

τ τ τα
∈Λ

= Φ∑ （7）

其中
( )

( ) ( ) ( ); ;
1

ˆˆ
,

n
in

j k j k i
i i i i

X
X

n X Y h Xτ τ

ρµ
α

ω=

= Φ∑ ， （8）

( )

1

1

1 1ˆ
,

n

n
i i in X Y

µ
ω

−

=

 
=  
  
∑ .（9）

此估计量是 ( )r x 的一个无偏估计，从以下的引理2可得到证实。

引理 2 考虑由 - 定义的问题， ˆnµ 由定义，那么

( )1 1ˆnE µ µ− −= ，
( )

( ) ( ) ( ); ;,
i

j k i j k
i i i

X
E X

X Y h X τ τ

µρ
α

ω
 

Φ =  
 

.

证明：根据期望和 ˆnµ 的定义，且 ( ) ( )1 1, , , ,n nX Y X Y 同分布，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
[ ]

1 1

0,1 R
1 1 1

1 1 1 1ˆ = = ,
, , ,d

n

n
i i i

E E E f x y dxdy
n X Y X Y x y

µ µ
ω ω ω

− −

×
=

   
= =        

∑ ∫
.

另一方面
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ]; ; ;0,1 R
= ,

, ,d
i

j k i j k j k
i i i

X x
E X x f x y dxdy

X Y h X x y h xτ τ τ

µρ µρ
α

ω ω×

 
Φ Φ =  

 
∫

.
为得到本文的结论，还需要引用以下引理，其详细证可参考

文献。

引理 3 设 ;ˆ j kτα 由（8）定义，假设 H1-H5 成立且 2 j nτ ≤ ，则
2 1

; ;ˆ j k j kE nτ τα α −−  .

三、本文结论

本节将给出本文主要结果及其相应的证明。

定 理 设 ( ) [ )( ), , 1,s
p qr B H p q∈ ∈ ∞


， ( )ĵr xτ 由 式 定 义， 假 设

H1-H5 成立且
( )

( )( )
1

2 /2 ii

s d
ss d d p dj nτ − +  

 ，则

( ) ( )
[ ]

( )( )
( )( )

2 /
2 2 /

0,1
ˆd

s d d p
s d d p d

jE r x r x dx nτ

−
−

− +−∫  .

证明：根据φ ，ψ 的正交性，易知

( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

2

; ; ; ;0,1
2 2

ˆ̂ +d

j j

j j j k j k j k j k
k k

E r x r x dx E r x x r x x
τ τ

τ τ τ τ τ τα α
∈Λ ∈Λ

− = − Φ − Φ∑ ∑∫
. 

 \* MERGEFORMAT （10）

因此，只需要估计式右侧的随机项和偏差项。

先估计随机项，由于 ;j kτΦ 具有正交性，所以

( ) ( ) ( )
2

2 2

; ; ; ; ; 2
2

ˆˆ
j j

j j k j k j k j k j k
k k

E r x x E x
τ τ

τ τ τ τ τ τα α α
∈Λ ∈Λ

− Φ = − ⋅ Φ∑ ∑

根据引理 3 以及 ( ); 2
1j k xτΦ = ，

( )
( )( )

1
2 /2 ii

s d
ss d d p dj nτ − +  

 ，则

( ) ( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )1

2 2 /1
2 2 / 2 /1 1

; ; ; ;

2

ˆˆ 2

d

ii

j j

s d d ps d
ss d d p d s d d p dj

j j k j k j k j k
k k

E r x x E n n n n
τ τ

τ
τ τ τ τ τα α α =

−
−

− + − +− −

∈Λ ∈Λ

∑
− Φ = − =∑ ∑  

.（11）
再估计偏差项，利用赫尔德不等式可得，

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )[ ]

21 12

, , ,
; ; ; ; ;0,1

,2

1 1 1d

j l l l

p ppm m m
j k j k l k l k l k

k l j m k k
r x x x x dx

p p
τ τ τ τ

γ γ γ
τ τ τ τ τ

γ

α β
∞ ′

∈Λ = ∈Ω ∈∆ ∈∆

     
− Φ ≤ Ψ Ψ + =         ′    
∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫

根据 ;j kτΦ 的紧支性和（θ ）条件进一步可得

( ) ( ) ( )

( )[ ]

( )( )

( )

( )( )

212 2
/ 2 /,2 2 2

; ; ;0,1
, ,2

2 2 2 2d

j l l l

m m mpp l s d d p j s d d pm
j k j k l k

k l j m k l j m
r x x dx

τ τ τ τ

γ
τ τ τ

γ γ

α β
∞ ∞ − − − − −

∈Λ = ∈Ω ∈∆ = ∈Ω

  
− Φ         
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑∫  

.

根 据
( )

( )( )
1

2 /2 ii

s d
ss d d p dj nτ − +  

 和
1 1

d d

i i
i i

j j j jdτ τ τ
= =

= ≤ =  ∑ ∑ ， 上 式

可化为

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )

( )( )
( )( ) ( )( )

( )( )1

2 /2 2 /12 /2 / 2 / 2 /
; ;

2

2 2

d

ii

j

s d d p s d d ps d d
j s d d p sj s d d p s d d p d s d d p dd

j k j k
k

r x x n n
τ

τ

τ τα =

− −
−

−− −− − − + − +

∈Λ

 ∑ − Φ ≤
 
 

∑   （12）

综上所述，结合定理得证。

四、结束语

本文利用小波方法在各向异性贝索夫空间中间构造了回归函

数的线性小波估计器 ( )r̂ x ，并讨论估计器在了 风险意义下的收
敛阶（即 MISE）。结论表明，当样本容量足够时，估计器依积分

均分误差（MISE）的收敛速阶不超过
( )( )

( )( )
2 /

2 /
s d d p

s d d p dn
−

−
− + 。
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