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CRI 迭代法求解复连续 Sylvester 方程
牟能刚   匡   艳   毛义坪

（重庆对外经贸学院，重庆 401520）

摘要：本文针对于非 Hermitian 复对称正定的 Sylvester 矩

阵方程，分析了一类修正的 HSS 迭代法，在此基础上提出了实部

与虚部相结合（CRI）的迭代法 . 理论分析发现 CRI 迭代法是无条

件收敛的，且迭代矩阵的谱半径的上界比 PMHSS 迭代法的小 . 数

值试验表明新的迭代算法对于求解大规模连续 Sylvester 方程是

有效的。
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本文考虑如下的 Sylvester 矩阵方程：

AX XB F+ = ， m mA C ×∈  ， n nB C ×∈  ， m nF C ×∈  ，（1.1）

其中 A ， B 和 F 均是给定的大规模稀疏复矩阵 . 对矩阵 A ，

B 做如下的分裂，有

, ,A W iT B U iV= + = +

其中W ， m mT R ×∈  ，U  ，V ∈ Rn×m 是实对称矩阵， 1i = −
是虚数单位 . 设W 是正定矩阵， T  ，U  ，V 是半正定矩阵，若

0T ≠ 则 A 是非 Hermitian 矩阵 . 当矩阵 A 和 B− 之间没有相同特
征值时，连续的 Sylvester 矩阵方程有唯一解 .

矩阵方程（1.1）出现于系统理论、控制论、稳定性分析、复

偏微分方程数值解、迭代法求解代数 Riccati 方程等 . 方程（1.1）

数值上等价于 Ax f= ，（1.2）

其中 TA I A B I= ⊗ + ⊗ ，向量 x 和 f 分别是矩阵 X 和 F 的列

拉直向量 . ⊗ 代表 Kronecker 积 . TB 代表着矩阵 B 的转置 . 若是利
用直接法求解线性方程组（1.2），所需要的计算量和存储空间是

巨大的，从而有许多间接的迭代法 [4-6] 被提出来用于求解（1.2）.

就技巧性而言，白老师的 HSS 迭代法是一个高效方法，首先对复

对称矩阵 A 和 B 进行 Hermitian 和 skew-Hermitian 分裂，有

*1( ) ( )
2

H A A A W= + = ， *1( ) ( )
2

S A A A iT= − =  ，

*1( ) ( )
2

H B B B U= + = ， *1( ) ( )
2

S B B B iV= − =  ，

其中 *A 和 *B 分别代表这矩阵 A 和 B 的共轭转置矩阵 . 从而
有

( ) ( )A H A S A W iT= + = + ， ( ) ( )B H B S B U iV= + = +  ，

由此，就会有 HSS 迭代法，即

HSS 迭代法：任意给定 (0) m nX C ×∈ ，由下列迭代公式计算
( 1)kX + 直到 0{ }kX

∞ 收敛：

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1( ) ( )( 1) ( 1) 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

k kk k

I W X X I U I iT X X I iV F

I iT X X I iV I W X X I U F

α β α β

α β α β

+ +

+ ++ +


+ + + = − + − +


 + + + = − + − +

 （1.3）

其中 α 和 β 是两个给定的正常数，I 是适当维度的单位矩阵 .

注意到 HSS 迭代法的每一步都需要求解一个半步迭代方程，

为了避免在迭代公式（1.3）中求解一个复线性方程，周等人技巧

性的提出了一类修正的 HSS 迭代法用于求解（1.1）. 即对（1.1）

进行等价性的改写为

( )iAX X iB iF− + − = − ，

进一步，有

( ) ( )T iW X X V iU iF− + − = − ，

从而写迭代格式，就有
( 1) ( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )k k k kI T X X I V I iW X X I iU iFα β α β+ ++ + + = + + + − ，（1.4）

用（1.4）式替换（1.3）中的第二式，得到了 MHSS 迭代法 .

MHSS 迭代法：任意给定 (0) m nX C ×∈ ，由下列迭代公式计算
( 1)kX + 直到 0{ }kX

∞ 收敛：

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1( ) ( )( 1) ( 1) 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

k kk k

I W X X I U I iT X X I iV F

I T X X I V I iW X X I iU iF

α β α β

α β α β

+ +

+ ++ +


+ + + = − + − +


 + + + = + + + −

，（1.5）

其中 α 和 β 是两个给定的正常数，I 是适当维度的单位矩阵 .

预处理是一类加速收敛的有效技巧，预处理矩阵的选择不同，

可以得到不同的收敛效果 . 董等人通过利用不同的实对称正定预

处理矩阵
1

m mV R ×∈ 和 2
n nV R ×∈ ，提出了一类 PMHSS 方法用于求解

（1.1）.

PMHSS 迭代法：任意给定 (0) m nX C ×∈ ，由下列迭代公式计算
( 1)kX + 直到 0{ }kX

∞ 收敛：

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2
1 2 1 2

1 1( ) ( )( 1) ( 1) 2 2
1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

k kk k

V W X X V U V iT X X V iV F

V T X X I V V iW X X V iU iF

α β α β

α β α β

+ +

+ ++ +


+ + + = − + − +


 + + + = + + + −

其中 α 和 β 是两个给定的正常数， 1V 和 2V 是预先给定的两个对

称正定矩阵 .

本文将进一步研究 PMHSS 迭代算法，受到王等人的启发，提

出了 CRI 迭代算法求解矩阵方程（1.1），并且分析了 CRI 算法的

收敛性质 . 最后利用数值试验，表明新迭代法是行之有效的，且

在合适的参数选取下，其收敛速率较 PMHSS 算法快 .

一、CRI 迭代算法

基于 PMHSS 迭代算法，（1.1）可改写为如下等价形式：

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

T W X X V U i TX X i V F
W T X X U V i WX X i U iF

α β α β
α β α β

+ + + = − + − +
 + + + = + + + −
对任意的 0α ≠ ， 0β ≠  ，CRI 迭代算法如下：

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1( ) ( )( 1) ( 1) 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

k kk k

T W X X V U i TX X i V F

W T X X U V i WX X i U iF

α β α β

α β α β

+ +

+ ++ +


+ + + = − + − +


 + + + = + + + −

 （2.1）

其其中 α 和 β 是两个正数 . 在前面所论述的假设条件下，可

得 ( )T Wα + 和 ( )V Uβ− + 没有相同的特征值 . 同理， ( )W Tα + 和

( )U Vβ− + 也没有相同的特征值 . 从而迭代方程（2.1）对于任意的

右端矩阵有唯一解 . 本文仅考虑 α β= 的情形，即

1 1( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1( ) ( )( 1) ( 1) 2 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

k k k k

k kk k

T W X X V U i TX X i V F

W T X X U V i WX X i U iF

α α α α

α α α α

+ +

+ ++ +


+ + + = − + − +


 + + + = + + + −

   （2.2）

对迭代格式（2.2）向量化后，有
( 1) ( ) 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kvec X M vec x N vec Fα α+ −= + ，

其中
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2 1 1( ) ( 1)( ) ( )M H K H K H Kα α α α− −= + + + ，

1 1 1( ) ( ) ( )( )N H K H iK K Hα α α α− − −= + − + ，

TH I W U I= ⊗ + ⊗ ， TK I T V I= ⊗ + ⊗ .                    （2.3）

显然 ( )M α 是 CRI 迭代算法的迭代矩阵，于是 CRI 迭代算法

收敛当且仅当 ( ( )) 1Mρ α < . 又由于矩阵W ，T ，U  ，V 是对称

矩阵，根据 Kronecker 积的性质可知 H ， K 均是对称的 .

若令

2
1 11( ) ( ) ( ) ( )E N A K H H K H Kαα α α α

α
− −+

= − = + +

.

则

( ) ( )A N Eα α= −  （2.4）

定义了稀疏矩阵 A 的一个分裂，且可知 1( ) ( ) ( )M N Eα α α−=
是 CRI 迭代法的迭代矩阵，其中 ( )N α 常被用于预处理子加速收

敛 . 接下来，将讨论 A 是非奇异的，即

( ) ( ) {0}null H null K =

和W 和 H 是对称半正定矩阵，这也意味着不需要对矩阵W
强加正定这一限制条件 .

引理 2.1 令 H 和 K 分别如（2.3）中定义， J H K= +  ，则

( ) ( ) { }null H null K J=

.

证明：首先，若 ( ) ( )z null H null K∈ 

，即 0Hz = ， 0Kz =  
，此时有

( ) 0Jz H K z Hz Kz= + = + = ， 即 ( )z null J∈  （ 或

( ) ( ) { }null H null K J⊆

）. 再 者， 若 0 ( )z null J≠ ∈ ， 则

( ) 0Jz H K z= + = ，即

( ) 0T T T Tz Jz z H K z z Hz z Kz= + = + = .

又由于矩阵 H 和 K 均是对称半正定矩阵，则 0T Tz Hz z Kz= =
， 即 0Hz Kz= = . 从 而 )()( KnullHnullz ∈ （ 或

( ) ( ) ( )null H null K null J⊇

）.
综上，引理得证 .

当系数矩阵 A 是非奇异时，可知矩阵 J 是正定的 . 同时， A

是非奇异也意味着 ( ) ( ) {0}null H null K =

为了进一步研究 CRI 迭
代法的性质，还需要以下重要引理 .

引 理 2.2 令 H 和 K 分 别 如（2.3） 中 定 义， 且 满 足

( ) ( ) {0}null H null K =

，则存在非奇异矩阵 mn mnP R ×∈ ，使得 

                   TH P P= Λ 和 TK P P= Λ .                               （2.5）
其中

1 2( , , , )mndiag λ λ λΛ = 

， 1 2( , , , )mndiag λ λ λΛ =   



，

且
jλ ， jλ 满足

1j jλ λ+ = ， ≥ ， 0jλ ≥  ，( 1,2, , )j mn=  .              （2.6）

证明：由引理 2.1，有 J H K= + 是对称正定矩阵 . 于是存在

非奇异矩阵 S ，使得 TS JS I= . 由于 TS HS 是对称半正定矩阵，

且 TS HS I≤ . 则存在正交矩阵Q 使得

1 2( , , . )T T
mnQS HSQ diag λ λ λΛ = = 

，

其中 [0,1]jλ ∈ ( 1,2, , )j mn=  . 又由于

T T T T T T T TI QS JSQ QS HSQ QS KSQ QS KSQ= = + = Λ + ，

可知 T TQS KSQ 是对角矩阵 . 记

1 2( , , , )T T
mnQS KSQ I diag λ λ λΛ = = − Λ =   



，

令 1P QS −= ，则（2.5），（2.6）式成立 .

接下来，应用上述两个引理，得到 CRI 迭代法的收敛性定理 .

定理 2.3 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ 非奇异， H 和 K 是 mn mnC × 中

的对称半正定矩阵，参数 0α > 是给定的实数 . 则 CRI 迭代算法的

谱半径当 0j jλ λ ≠ ( 1,2, , )j mn=  时满足

2

2

1( ( )) ( ) 1, 0
( 1)

M αρ α σ α α
α

+
≤ = < ∀ >

+
.                         （2.7）

CRI 迭代法在 0j jλ λ = ( 1,2, , )j mn=  时仅需 1 步迭代就可收

敛 . 于是，通过 CRI 迭代算法求解线性方程组（1.1），对任意初

值都可得到其唯一解 *X .
证 明： 由 于 H 和 K 是 半 正 定 矩 阵， 且 满 足

( ) ( ) {0}null H null K =

由引理 2.2 的结论，即存在非奇异矩阵 P
使得（2.5），（2.6）式成立 . 从而有

2 1 1 2 1 1 1( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) .M H K H K H K P Pα α α α α α α− − − − −= + + + = + Λ + Λ Λ Λ + Λ Λ  

即 ( )M α 相似于矩阵
2 1 1( ) ( 1) ( ) ( )G α α α α− −= + Λ + Λ Λ Λ + Λ Λ   .

由于相似矩阵的特征值相同，从而有
2 1 1

2 2

2 21 1

2

21

( ( )) ( ( )) (( 1) ( ) ( ) )

( 1) ( 1)
max{ } max{ }

( )( ) ( 1) ( )

( 1)
max{ }.

( 1) 2

j j j j

j mn j mn
j j j j j j j j

j j

j mn
j j j j

M Gρ α ρ α ρ α α α

α λ λ α λ λ
αλ λ αλ λ α λ λ α λ λ

α λ λ
α λ λ αλ λ

− −

≤ ≤ ≤ ≤

≤ ≤

= = + Λ + Λ Λ Λ + Λ Λ

+ +
= =

+ + + + +

+
≤

+ +

  

 

   



 

从上式可以看出，当 0j jλ λ = 时， ( ( )) 0Mρ α = ，即 CRI 迭代

法仅需 1 步可得到其精确解 . 当 0j jλ λ ≠ 时，谱半径满足

2

2

1( ( )) ( ) 1, 0
( 1)

M αρ α σ α α
α

+
≤ = < ∀ >

+
.

定理得证 .

为了说明 CRI 迭代算法优于 PMHSS 迭代算法，需要讨论和

比较两者迭代算法中迭代矩阵谱半径的大小 .

二、CRI 算法和 PMHSS 算法的比较

本节将讨论 PMHSS 算法和 CRI 算法中谱半径的大小关系 . 董

等人已经计算出 PMHSS 算法中迭代矩阵的谱半径的界为

1 1

2 2 2 2

( ) ( )
( ) max max

j j

j j

sp K H sp K D
j j

µ γ

α µ α γ
σ α

α µ α γ− −∈ ∈

+ +
= ⋅

+ +


，

其 中
1 2( )TK I V V I= ⊗ + ⊗ ， ( )TH I W U I= ⊗ + ⊗  ，

( )TD I T V I= ⊗ + ⊗ .

进一步，当
1V W= ， 2V U= 时，有

2 1( ( )) ( ) 1
1

L αρ α σ α
α

+
≤ ≡ <

+


.                                        （3.1）

此处

1( ) ( ) ( )
1
iL H K H iKαα α α

α
−+

= + −
+

                                    （3.2）

是在 PMHSS 迭代法中的迭代矩阵 .

推论 3.1 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ ， H 和 K 是 mn mnC × 中的对称

半正定矩阵且满足 ( ) ( ) {0}null H null K =

， α 是正实数 . 则 CRI
迭代法中迭代矩阵的谱半径上界比 PMHSS 迭代法中迭代矩阵的谱

半径上界小 .

证明：由（3.1）可知，PMHSS 迭代法中迭代矩阵的谱半径上

界为
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1
1
1)(~

2

<
+

+
≡

α
αασ

.
由（2.7）式，可知 CRI 迭代法中迭代矩阵的谱半径上界为

2

2

1( ) 1
( 1)
ασ α
α

+
≡ <

+
.

两者之间满足

2 2 2

2 2

1 1 10 ( ) ( ) 1
( 1) ( 1) 1
α α ασ α σ α
α α α

+ + +
< ≡ < = = <

+ + +


.

即推论成立 .

由于 PMHSS 迭代法是将
1V W= 和 2V U= 作为预处理矩阵，

且在实际运算中令参数 1α = ，这意味着此时算法为无参数迭代算

法 . * 1α = 也是在 1V W= 和 2V U= 极小化 ( )σ α 和 ( )σ α 中产生的

最优参数 . 由引理 2.2，可得下列关于 PMHSS 迭代法的重要引理 .

引理 3.2 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ ， H 和 K 是 mn mnC × 中的对称

半正定矩阵且满足 ( ) ( ) {0}null H null K = ， 1α = . 则在 WV =1
和 2V U= 时，PMHSS 迭代法的谱半径满足

1 2( (1))
2 2

Lρ≤ ≤ .

证明：结合（3.2）式和引理 2.2，当 1α = 时，有

1 1 11 1(1) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2
i iL H K H iK P i P− − −+ +

= + − = Λ + Λ Λ − Λ 

.

这意味着 (1)L 和 11 ( ) ( )
2
iL i−+

= Λ + Λ Λ − Λ  

相似，则有

1

1

2 2 1
2 2

1 1

1 2( (1)) | | (( ) ( )) max{| |}
2 2

2 2max{| |} max{ }
2 2

j j

j j

j mn
j j

j j
j jj mn j mn

j j

iiL i

λ λ

λ λ
ρ ρ

λ λ

λ λ
λ λ

λ λ

−

≤ ≤

+ =

≤ ≤ ≤ ≤

−+
= Λ + Λ Λ − Λ =

+

+
= = +

+





 









利用不等式 2 2 ( , 0)
2

a b a b a b a b+
≤ + ≤ + ≥ 和引理 2.2，有

1 2( (1))
2 2

Lρ≤ ≤ .

引理得证 .

由引理 3.2 可知，PMHSS 迭代法的谱半径聚集于以 1 为心，

内圆半径为 1
2

，外圆半径为 2
2

的圆环内 . 利用定理 2.3，有

1( (1)) (1)
2

Mρ σ≤ ≡ . 于是有下列关于 PMHSS 迭代法和 CRI 迭代法

的比较定理 .

定理 3.2 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ ， H 和 K 是 mn mnC × 中的对称

半正定矩阵且满足 ( ) ( ) {0}null H null K =

， 1α = . 则 CRI 迭代法
中迭代矩阵的谱半径比 PMHSS 迭代法中的谱半径小 .

证明：利用定理 2.3 和引理 3.2，有

1 20 ( (1)) ( (1))
2 2

M Lρ ρ≤ ≤ ≤ ≤ .

定理得证 .

接下来，讨论预处理矩阵 1( )N Aα −
 在复平面的谱分布情况 . 特

殊地，令 1α = ，就有
1 1 1(1) ( ) ( )( )N H K H iK K H− − −= + − + .

于是有如下定理 .

定理 3.3 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ ， H 和 K 是 mn mnC × 中的对称

半正定矩阵且满足 ( ) ( ) {0}null H null K =

， 1α = . 则预处理矩阵

1( )N Aα −
 的特征值满足

1 1| ( (1) ) 1 |
2

N Aλ − − ≤

.

或等价的叙述为：预处理矩阵 1( )N Aα −
 的特征值聚集在以 1

为心， 1
2

为半径的圆内 .

证明：由（2.4）式和 1( ) ( ) ( )M N Eα α α−= ，有

1 1(1) (1) ( (1) (1)) (1)N A N N E I M− −= − = − .

当 1α = 时，就有 1( (1) ) 1 ( (1))N A Mλ λ− = − ，进一步，由定理 2.3，

有 1( (1)) (1)
2

Mρ σ≤ =

或
1| ( (1)) |
2

Mλ ≤ . 于是有 1 1| ( (1) ) 1 |
2

N Aλ − − ≤ .

推论 3.4 令 mn mnA H iK C ×= + ∈ ， H 和 K 是 mn mnC × 中的对称

半正定矩阵且满足 ( ) ( ) {0}null H null K =

， 1α = . 则 CRI 迭代法
的预处理矩阵的谱半径比 PMHSS 迭代法的谱半径更加聚集 .

三、数值实验

本 节 将 给 出 1 个 数 值 试 验， 以 此 说 明 CRI 迭 代 算 法 求 解

Sylvester 方程（1.1）的有效性，用符号”IT”和”CPU”分别代

替迭代次数和运行所用时间 . 用”RES”代表残差，计算公式为
( ) ( )

2|| ||k kRES F AX X B= − − .

在实际计算中，所有的迭代从初值为 0 开始，且迭代的终止

准则为当前迭代满足

( )
6

(0) 10
kRESERR

RES
−= ≤ .

或者迭代次数达到预设最大迭代次数 maxk .

例：考虑如下结构的复对称连续 Sylvester 方程，

A W iT= + ， 3 5B U iV W iT= + = +  ， F iK=  ，

其 中 (3 3)( 1)W K m I= + − − ， (3 3)( 1)T K m I= + + −  ， 矩

阵
m mK I V V I= ⊗ + ⊗ ， 2( 1) ( 1,2, 1) m m

mV m tridiag R ×= + − − ∈ ，于是

K 是一个 2( )n n n m× = 的块三角矩阵 .

表 1 中列出了由 MHSS、PMHSS 和 CRI 迭代算法求解复对称

连续 Sylvester 方程的结果，包含了迭代次数”IT”、计算时间”CPU”

（单位：秒）和相对残差”ERR”. 由表 1，可以看出 CRI 迭代算

法在迭代次数和计算时间上都优于 MHSS 和 PMHSS 算法 . 为了可

视化的比较三者间的收敛速率，图 1 画出了相对残差图 . 容易看出，

CRI 迭代算法的收敛速率较快于 MHSS 算法和 PMHSS 算法 . 同时，

在图 2 中给出了预处理矩阵的特征值分布，可以明显地看出两者

之间的分布范围，由此也说明了 CRI 迭代算法是高效的 .

表 1　MHSS、PMHSS 和 CRI 迭代法数值结果 .
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图 1　当迭代法收敛速率比较

图 2　PMHSS 迭代法和预处理的 CRI 迭代法的特征值分布

四、结语

本文针对复对称连续的 Sylvester 方程（1.1），提出了一类有

效的迭代法—CRI 迭代法 . 文中分析了 CRI 迭代算法的收敛性质，

深度讨论了算法的有效性 . 本文在理论上证明了 CRI 迭代算法的

收敛因子和迭代矩阵谱半径的上界是小于 PMHSS 算法的，以此说

明 CRI 迭代算法的收敛速率是较优的 . 数值实验结果也表明 CRI

迭代法是一类高效的算法 .
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