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几类幂级数的求和定理——利用微积分算子探析
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摘要：幂级数求和函数是高等数学课程中幂级数部分的重点

和难点 . 本文应用高等数学的知识，运用微分算子和积分算子以

及微积分方程，对某几类幂级数求和方法进行的探究，得到求和

的推导公式（即定理），对有关幂级数求和理论的学习和研究是

有很大帮助的 .
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在高等数学中，常利用幂级数逐次微分或逐次积分的方法求

幂级数的和函数，但也有的幂级数可以利用微分方程或者微分算

子来进行求解。

一、微积分算子求和公式

微分算子 与积分算子 互为逆运算，其比

差 分 算 子 应 用 更 加 广 泛， 本 文 定 义 ，

.

定理 1：设 ，则

（1） 幂 级 数 的 和 函 数 满 足 微 分 方 程

；

（2） 幂 级 数 的 和 函 数 满 足 微 分 方 程

；

（3） 幂 级 数 的 和 函 数 满 足 微 分 方 程

且上述幂级数的收敛半径均有 .

证明：（1）由于 ，

所以 .

易知，

，

，

（2） 由 于 ，

所以 .

易知 ，从而 ，则

（3）由于 ，

所以 .

易知，

，

，

则

证毕 .

推论：幂级数 （其中 ）收敛半径为

，其和函数 满足微分方程，

证明：由于 ，所以 .

根据定理 1 中（1）易知，当 时，利用上述结论

定理 1 中的（1）受到文献【1】的启发利用微分算子将文献【2】

中代数方程方法进一步推广，得到和函数的直接求和公式，涉及

到的计算比较简单，可以完全解决此类幂级数求和函数问题；（2）

中结论虽然在理论上是成立的，但由于涉及到求解 的微分方

程，实际上并不容易实现，即使求解出 的函数方程，也只是

得到含任意常数的形式，有时会综合运用求导、拼凑、分解等来

求解；（3）受到文献的启发得到和函数的直接求和公式，考虑到

有的和函数不是初等函数，可能会涉及到无法积分的情况 .

例 1：求幂级数 的和函数 .

解： 题 目 中 对 应 ， 由 推 论 得 和 函 数

例 2：求幂级数 的和函数 .

解： 题 目 对 应 的 ， 利 用 定 理 1 得 和 函 数

满足下面微分方程
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例 3：求幂级数 的和函数 .

解： 由 于 所 以

题目中对应的 为

，

利用定理 1 中（1）得和函数 满足下面微分方程

例 4：求幂级数 的和函数 .

解：由题目得 ，利用定理 1 中（2）得和函数

满足下面微分方程

利用一阶线性方程计算公式，

结合收敛域中 的范围，整理得到 的含任意常数的形式为

注明：上述例 4 利用定理 1 中（2）的结论，虽然没有求解出

和函数的具体结果，但是也都得到了 满足微分方程的解，为

进一步解决问题提供了有益的参考，需要进一步研究。

例 5：求幂级数 的和函数 .

解：题目对应的 ，经过整理，可利用定理 1 中（3）

中计算公式进行求解 .

例 6：求幂级数 的和函数 .

解：题目对应的 ，可利

用定理 1 中（3）得

注明：其中 的原函数存在，但原函数不是有限的

形式，也就是说任何初等函数的导数都不是这个函数，所以无法

进行进一步的函数表示 .

二、微分方程求解法

利用级数所满足的微分方程和初始条件，通过解微分方程求

出幂级数的和 .

定理 2：幂级数 收敛半径为 ，其

和函数 满足下面线性微分方程，

证明：对幂级数 ，有

.

所以 .

令 ，则有

将上面 个式子加在一起有，

，（1）

且有 . 证毕 .

注明：非齐次线性微分方程（1）的通解由对应齐次线性微分

方程通解和特解 构成 . 当 值较大时，对应的齐次线性微分

方程求解有一定难度，其对应的特征方程为：

.

根据上述方程解的特点可知，

（1）当 时， 必有 对共轭复根；

（2）当 时， 必有解 和 对共轭

复根：

①当 时， ；

②当 时有 且有 .

例 7：求幂级数 的和函数 .

解： 由 题 目 可 知 ， 利 用 定 理 2， 得 和 函 数

例 8：求幂级数 的和函数 .
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解：由题目可知 ，利用定理 2，得和函数 满足下面

微分方程

得和函数 ，由边界条

件得

例 9：求幂级数 的和函数 .

解：由题目可知 ，利用定理 2，得和函数 满足下

面微分方程

得和函数 ，由边界条件得

.

定理 3：幂级数 收敛半径为 ，

其和函数 满足下面线性微分方程，

证明：对幂级数 ，有

所

以 .

令 ，则有

则有   （2）

且有 . 证毕 .

例 10：求幂级数 的和函数 .

解：由题目可知 ，利用定理 3，得和函数 满足下面

微分方程

由常微分齐次线性微分方程的特征方程 ，得到方程

的解 ，即

得和函数 ，由边界条件得 .

例 11：求幂级数 的和函数 .

解：由题目可知 ，利用定理 2，得和函数 满足下

面微分方程

由常微分齐次线性微分方程的特征方程 ，得到方程

的解 ，即得和函数 ，由边界条件得

.

例 12：求幂级数 的和函数 .

解：由题目可知 ，利用定理 3，得和函数 s（x）满足下

面微分方程

由常微分齐次线性微分方程的特征方程 ，得到方程的解

，即得和函数 .

由边界条件得关于 的方程组，

即 ，得和函数 .

注：当 值较大时，上述计算有一定的难度，但是齐次微分

方 程 的 特 征 方 程 为 的 所 有 复 根 具 有 以 下 结 构：

，其中将实数根

也看作复数根 . 按照上面完全确定的微分方程的初值问题进行求

解，必能获得结果 .

事实上，幂级数求和函数的问题非常复杂，其方法与技巧也

是多种多样的，需要灵活应变，明白其精髓，注重总结方法，达

到熟能生巧的境界 .
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