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基于动态规划的覆铜板精益生产优化方案研究 

王  浩 1  威麦生 2  张婷婷 1  潘志祥 1  俞  赢 1 

（1.中国海诚工程科技股份有限公司 EIM 数创中心  上海徐汇  200030；2.广东生益科技股份有限公司  广东东莞  523000） 

摘  要：覆铜板由各规格材料在符合一定规则约束的条件下，经压层、上胶等一系列工序生产而得。本文旨在通过挖掘梳理这种规则约束，
形成可以量化表述的逻辑模型，用以指导生产过程中设备开关机、生产状态调整等工作，从而提高批量生产率，减少因设备生产状态频繁
调整产生的资料浪费。 
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引言：某铜板制造企业在进行铜板制造时，由于不同种类铜板需

要的材质成分和组合方式不同，涉及到配料问题。而导致生产成本提
高的环节主要集中在生产设备的姿态调整，即当从生产一种产品切换
到生产另一种产品时要进行的调整而这种调整往往带来了较高成本的
增加和设备的消耗严重。那么如何通过一种尽可能批量的生产化方法
来指导生产，进而提高生产效率，节约成本，是一项较为重要的工作。
但是，解决以上问题，需要深入了解覆铜板生产的工艺约束，比如覆
铜板产品生产原料的组合方式需要满足“对称”原则，比如如果原材
料有两种 A、B，排列形式可以是 ABA、BAB、AABBAA……，还有
若干其他需要满足的约束条件，同时，能够概括索要实现的优化目标
是：在原料总量一定的情况下，生产什么产品能够批量生产最多（机
器调姿次数最少）。那么问题就变成了通过尽可能全量搜集覆铜板生产
约束条件，去寻求最优化生产目标的动态非线性规划问题。 

一、情景假设 
现有长宽及材质相同，厚度分别ܽଵ、ܽଶ、ܽଷ、ܽସ、⋯ܽ௡的n种

材料,分别用料 1、料 2、料 3、料 4、……料 n 表示，其限量分别是
ܾଵ、ܾଶ、ܾଷ、ܾସ、⋯ܾ௡（单位：张）。欲用这些材料当中的至少两种
组合生产产品，而且在组合生产过程中满足“对称原则”，即若以第
一和第二种料生产产品，其组合顺序为：料 1 料 2 料 1 或料 2 料 1
料 2 或料 1 料 2 料 2 料 1 或料 2 料 1 料 1 料 2 等等，用三种材料道
理相似…… 

现在要求用怎样的组合模式生产能使得批量生产量最大（同一
产品数量最多）？ 

二、题目辨析 
在这个情形中，“对称原则”是关键约束，为了形象概括其约束

本质，我们做以下分析： 
（1）生产的产品用料种类设为 N 种，则 N 2，用料总数量设

为 M（单位：张），则 M 2N-1（举例：若用两种材料组合成的产
品，至少有 3 张组合而成；若用三种材料组合成的产品至少有 5 张
组合而成……） 

（2）把握“对称原则”的本质第一步。我们可以知道，当生产
一种产品时，只要合理确定每种材料的用量，就可以满足“对称原
则”，而且只要确定每种材料的用量，即使这些材料有不同的组合方
式（即生产成不同的产品），我们不再去考虑（因为我们目标是要求
得批量生产最大化，则可认为只有不同产品料的种类和各料的用量
相等，且需料的组合方式相同时才可达到最优）。 

（3）把握“对称原则”的本质第二步。由⑵知，并不需要考虑
每种料在生产产品时的组合方式，但是只有每种料的用量符合一定
的条件时才能满足“对称原则”。那这一条件是什么呢？可以通过做
如下分析来推力获知： 

①可以从产品的用料总数 M 入手（单位：张），其值可为偶数
或奇数。 

②当 M 为偶数时，即产品的用料总量为偶数时。若 N =2，即产
品的用料种类是 2 种，通过以上的分析，此所用的两种材料量数目
都必须为偶数；若 N =3 时，即产品的用料种类为 3 种时，把这三种
材料分为两组，若第一组为第一种材料，第二组为第二种和第三种
材料，就相对于两种材料的组合，依照 N =2 的情况，那么第一组用
量需为偶数，第二组也为偶数，而第二组也需实现“对称原则”，那
么第二组中的第二种和第三种材料用量都为偶数……以此类推，N 
=4，5……亦如此。 

最后我们可以总结，当 M 为偶数时，只要 N 2，每种材料的
用量必须都为偶数。 

③当 M 为奇数时，N =2，即产品的用料种类是 2 种，则所用的
两种材料量一个为偶数，一个为奇数。当 N =3 时，即产品的用料种
类为 3 种时，可以将三种材料分为两组，必然有一组是奇数，另一
组是偶数，若奇数那组是两种材料，那么必定为一奇一偶，另一组
则为偶数，那么这三种材料用量中有一个为奇数，两个为偶数……
以此类推，N =4，5……亦如此。 

最后我们可以总结，当 M 为奇数时，只要 N 2，每种材料的
用量只有一个为奇数，其他 N-1 种材料的用量都为偶数。不但如此，
也不难推断出，数目为奇数的材料位于在产品中间位置必有一张。 

④概括起来，就是当产品的用料总数为 M、N 2 时，这 N 种
材料用料量（单位：张数）为偶数的材料种类N-1，也即这 N 种
材料用料量（单位：张数）为奇数的材料种类最多为 1 种。 

三、建模过程： 
（1）限量建模：对于每一个产品而言，生产其需要消耗特定的

材料成本，首先对产品消耗的材料成本进行限制，其不能超过每种
材料的限额。设生产一种产品用去料 1、料 2、料 3、料 4、……料
n 的量分别为： ଵܿ、ܿଶ、ܿଷ、ܿସ、⋯ܿ௡，则需： 

限量约束：

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
0 ≤ ଵܿ ≤ ܾଵ
0 ≤ ܿଶ ≤ ܾଶ
0 ≤ ܿଷ ≤ ܾଷ
0 ≤ ܿସ ≤ ܾସ
⋯⋯
0 ≤ ܿ௡ ≤ ܾ௡
ଵܿ , ܿଶ, ܿଷ, ܿସ⋯ܿ௡ ∈ ܰ（自然数）

 

（2）“对称原则”：根据以上的描述，可以通过求余算法来实现
奇 数 偶 数 的 约 束 ， 从 而 进 一 步 来 实 现 对 称 约 束 。 分 别 对

ଵܿ、ܿଶ、ܿଷ、ܿସ、⋯ܿ௡除以 2 求余数，则余数的值݀ଵ, ݀ଶ, ݀ଷ, ݀ସ, ⋯ ݀௡
为 0 或者 1，这里݀ଵ = 0即代表用料数量为偶数时的情况，݀ ଵ = 1即
代表用料数量为奇数时的情况。则所得结果如下（‘%’代表相除求
余数）： 

除二求余：

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ ଵܿ%2 = ݀ଵ
ܿଶ%2 = ݀ଶ
ܿଷ%2 = ݀ଷ
ܿସ%2 = ݀ସ
⋯⋯
ܿ௡%2 = ݀௡
݀ଵ , ݀ଶ, ݀ଷ, ݀ସ⋯݀௡ ∈ {0,1}

 

通过以上分析可知：为了对各种材料用量的奇偶性进行限制，
可以通过对 nddddd ,,,, 4321 进行如下限制来实现： 

奇偶限制： 1,4321  nddddd   
其表示 ଵܿ、ܿଶ、ܿଷ、ܿସ、⋯ ܿ௡中最少有 N-1 个偶数，换言之，

表示所有用料的用料数量中最多有一种用料数量为奇数，而其他都
用料数量都为偶数。 

（3）目标函数：现在要求用怎样的组合模式生产能使得批量生
产量最大（同一产品数量最多，且在各种用料尽可能一次性用完的
情况下）？要实现最这一目标，即需要尽量使得 ei 中最小值最大，
这就像木桶原理，若一直关注将最短板提高，则容水量则会提高。
这里每种原料支持做少生产产品的数目越多，则总体能够支持生产
的产品则也越多。（这里 0ic ，若有材料不使用的情况，即当 0ic
时，把其看成是 0

ic ，根据求极限原理可以保证让 ic 当除数时
有意义，其中‘/’代表两个数相除求整数商的运算）。则以此可见，
目标函数可以描述如下： 

最大批量目标函数：z = max ቄMin
ଵஸ୧ஸ୬

(eଵ, eଶ, eଷ ……e୧)ቅ，其中： 
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⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧
ܾଵ/ ଵܿ = ଵ݁
ܾଶ/ܿଶ = ݁ଶ
ܾଷ/ܿଷ = ݁ଷ
ܾସ/ܿସ = ݁ସ
⋯⋯
ܾ௡/ܿ௡ = ݁௡
ଵ݁ , ݁ଶ , ݁ଷ, ݁ସ⋯݁௡ ∈ ܼା（正整数）

 

上述分析过程是基于现在拥有的材料全部用于产品生产来进行
的（因为如果无这一规定，批量生产量最大的产品必只有两种材料
组合而成），当然，分析过程中可以进行约束的调整来满足不同的要
求（包括材料种类，用于生产的材料种类，尽量使用小库存材料等
等，这些都可以作为更加优化模型的约束内容）。 

四、编程实现 
（1）本文通过 matlab 实现编程，得出最优值。用到的部分函

数包括： 
Fminunc():求最小值函数； 
floor():求两数相除得商得整数部分； 
mod():求两数相除得余数。 
为了能够将分析结果更形象地进行展示，并且进一步进行结论

验证，先选取 4 种材料作为样本，规定 b 的值，以下通过表格方式
来展现模型逻辑，最终以 matlab 代码进行实现，得出相关结论。 

模拟 4 种材料进行覆铜板的加工，如下用表格方式展示目标函
数和约束条件矩阵关系： 

 
自变量 e1 e2 e3 e4 c1 c2 c3 c4 常数范围 

 
 

目标函数 1 1 1 1 0 0 0 0 0 约束条件 

约束一 

料 1 用量约束 1 0 0 0 1 0 0 0 b1 0 
料 2 用量约束 0 1 0 0 0 1 0 0 b2 0 
料 3 用量约束 0 0 1 0 0 0 1 0 b3 0 
料 4 用量约束 0 0 0 1 0 0 0 1 b4 0 

约束二 

e1 整数约束 1 0 0 0 0 0 0 0 int 0 
e2 整数约束 0 1 0 0 0 0 0 0 int 0 
e3 整数约束 0 0 1 0 0 0 0 0 int 0 
e4 整数约束 0 0 0 1 0 0 0 0 int 0 

约束三 

e1 大于等于 0 约束 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
e2 大于等于 0 约束 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
e3 大于等于 0 约束 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 
e4 大于等于 0 约束 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

约束四 

c1 整数约束 0 0 0 0 1 0 0 0 int 0 
c2 整数约束 0 0 0 0 0 1 0 0 int 0 
c3 整数约束 0 0 0 0 0 0 1 0 int 0 
c4 整数约束 0 0 0 0 0 0 0 1 int 0 

约束五 

c1 大于等于零约束 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 
c2 大于等于零约束 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
c3 大于等于零约束 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 
c4 大于等于零约束 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

约束六 对称约束（对 c 除二求余） 0 0 0 0 1 1 1 1 bin 0 

约束七 厚度限制（上限、下限） 
0 0 0 0 h1 h2 h3 h4 f1 

 
0 0 0 0 h1 h2 h3 h4 f2 

 
0 0 0 0 h1 h2 h3 h4 f3  

上述表中表，1 代表有值，0 代表无值，通过以上的约束条件，
来进行公式的罗列。 

假定赋值：规定生产产品的厚度是：f1=0.09cm,f2=0.126cm，f3=0.17cm；
四 种 材 料 的 厚 度 分 别 是 ܽଵ = 0.006cm、ܽଶ = 0.009cm、ܽଷ =
0.010cm、ܽସ = 0.004cm ； ܾଵ = 800、ܾଶ = 203、ܾଷ = 413、ܾସ =
501。经计算，最后所得结果如下：全部用于生产第三种产品（即
f2=0.126cm）批量生产最大，能够达到最优结果，且生产一个产品可以
通过如下原料组合进行实现：第一种原料 8 张，第二种原料 2 张，第
三种原料 4 张，第四种原料 5 张。 

通过反向验证，且满足用料要求和对偶约束。通过随机数验证
可以判断此即为最优解。 

五、结论 
本文通过对拟解决问题进行情景假设，将问题模型化，并结合演

绎的方法，对问题进行分析和推力，根据 matlab 工具对模型进行编程
实现，并根据实际数据对分析结果进行验证。覆铜板生产是可以通过
精益思维进行优化的一种场景，而实际上，诸如此类的场景枚不胜数，
本文提供了一种可以参照的解决此类问题的方法论和具体解决思路，
通过正向推理的方式来解决问题，达到了准确描述问题、准确解决问
题的目的。但是，限于本人水平有限，在建模过程中，只考虑了数学
模型本省的约束条件，而未考虑生产实际当中具体遇到的因素，而这
些因素往往在生产过程中也具有重要的影响作用，如何将这方面的因
素融入到、体现在模型里，是未来可以进一步研究的内容。另外，现
阶段只用了 matlab 进行模型算法的实现，实际上，在具体的实践生产
过程中，生产场景较为复杂多样，如果需要穷尽场景来做算法定制，
运用诸如 matlab 这类软件进行实现，较难满足多样化应用需求。所以，
在实现模型算法过程中，可以尝试考虑平台化、标准化、可复制化等
思路来积累算法知识库，进而方便快速搭建算法应用。 
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