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本文对同心鼓和排球的碰撞过程进行运动分析!首先基于动能定理$动量守恒定律和机械能守恒定律!建立了理想状

态下的鼓球力学模型
8

在此基础上!分别以颠球频率最高$用力
\

最小为目标函数建立了非线性规划模型!从而使得

在限定时长内颠球轮数更多或者游戏持续时间更长
8

在球弹起的高度不低于鼓面
5#KJ

的约束条件下!结合力学模型以

及几何关系!对所建立的非线性规划模型进行检验!使用
B&(<2%!

软件求出了两种情形下的最佳策略
8

进一步!本文

分析了实际颠球游戏中的影响因素!并建立了相应的微分方程模型!给出了初步方案!契合实际颠球活动的需求!对

于实践具有一定的指导意义
8

!关键词"

!

动能定理&动量守恒定律&机械能守恒定律&非线性规划&微元法&转动定律
8

!

!

引言

在 )同心鼓*项目中能否取得好成绩取决于团队成员之间

的配合$队员反应能力和团队协调合作能力
8

项目所用排球的

质量为
!+#

H

#鼓面直径为
5#KJ

#鼓身高度为
!!KJ

#鼓的质量

为
"̂$X

H

8

队员人数不少于
1

人#队员之间的最小距离不得小

于
$#KJ8

在理想状态下#每个成员都可以精确地控制用力方向$时

机和力度
8

项目开始时#球从距离鼓面中心上方
5#KJ

处竖直

落下#并且反弹高度不得低于初始高度
5#KJ

#否则#游戏停

止
8

现需探讨使用什么策略可以使得连续颠球的次数尽可能地

多#需要研究并提供游戏的最佳策略#并给出该策略下的颠球

高度
8

"

!

问题分析

理想状态下#可以将运动分解为球的下落过程$鼓与球的

碰撞过程以及绳对鼓的施力过程三个阶段#经受力分析可知#

鼓从最低点上升到最高点的运动是加速运动过程
8

当鼓到达最

高点时#绳子处于水平状态#而鼓和球恰好在绳子处于水平状

态时发生碰撞
8

设鼓在最低点时绳与水平方向的夹角为
!

#绳

上的力#$$
!

在竖直方向的分量为#$$
!F./

!

"

根据动能定理$动量守恒

定律和机械能守恒定律可列出方程#然后探讨颠球高度
#

!

$

"

与
!

$

#

%

$

#

!

$

$

$

#$$

!

等物理量之间的关系#最后对建立的非线

性规划模型进行检验
"

%

!

模型假设

假设
%

&绳为不可伸长的轻质绳
8

假设
!

&忽略鼓与球运动过程中受到的空气阻力
8

假设
"

&碰撞为完全弹性碰撞#碰撞时间忽略不计
8

假设
5

&鼓上升过程中#绳子绕手转过的弧长近似为鼓上

升的高度
8

假设
*

&队员两次发力的时间间隔与排球每次从被颠起到

落回鼓面的时间间隔相等
8

假设
$

&不考虑鼓在碰撞后到准备状态时的复杂过程#鼓

静止等待的时间不计
8

假设
+

&绳上的力为恒力#成员力气不会衰竭
8

#

!

符号说明

表
!

!

符号说明

符 号 含 义

%

鼓的质量

&

球的质量

'

鼓的直径

#

%

球初始时离鼓的质心的高度

#

!

鼓的质心离地面的高度

#

!

$

" 球任意时刻上升高度

(

球每次上升最大高度

)

#

球达到最高点时刻的速度 !等于
#

"

)

%

球碰撞前的速度

)

!

鼓获得的速度

)*

%

球反弹后获得的速度

)*

!

鼓碰撞后的速度

!

绳子与水平面的夹角

+

绳长

#$$

!

绳子受的拉力

!

,

绳子所受拉力的分力

$

两次鼓和球碰撞时间间隔

$

#

初始时球的下落时间

$

%

球任意时刻上升时间

-

每次球达到最大高度的时间

.

鼓碰撞前获得的加速度

+

$!

+

!#!%

,

"

-

"

!
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卷
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期
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$

!

鼓和球的力学模型的建立

理想状态下#在保证颠球高度不低于
5#KJ

的前提下#本

文的目标是#在游戏时长无限制的情形下#使得 )球击鼓$鼓

碰球*的运动能一直循环进行下去.或者#在游戏时长有限制

的情形下#使得颠球个数最多
8

假设每位成员的手仅仅在水平

方向移动而无竖直方向的移动#每个周期内的碰撞过程相同#

鼓和排球均在竖直方向上运动
8

为此#选取研究对象进行受力

分析#再根据动能定理$动量守恒定律和机械能守恒定律#求

解出球反弹的高度与碰撞时机$用力大小及初始夹角
!

之间的

关系
"

初始状态时#排球从距离鼓面中心上方
#_5#KJ

处竖直落

下#在忽略空气阻力的情况下#球做自由落体运动
"

碰撞后球

做竖直上抛运动
"

绳与水平方向夹角为
!

#鼓离地面高度为
#

!

#

同时#几何关系满足&

#

%

)#_%%KJ

#

+F./

!

_%%KJ

!

%%KJ

为鼓

身高度的一半"

"

游戏开始时#排球做自由落体运动#碰撞后做竖直上抛运

动
"

现分别对这两个过程列出运动学方程#研究速度$位移$

时间之间的变化规律
"

对自由落体运动阶段分析可得&

# _

%

!

/

$

!

#

#

)
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/
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#

)

!

%

_!

/

#"

其中#

/

为重力加速度 !取
7̂1J

5

F

!

"#

$

#

为球的自由

落体运动持续时间#

#

为初始高度 !

5#KJ

"

"

对竖直上抛运动阶段分析可得&

)

#

_)*

%

)

/

$

%

#

( _

)*

!

%

!

/

#

#

!
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"

_)*
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%

!

/
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!
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#
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/
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其中#

)

#

_#

#

$

%

为球任意时

刻上升时间#

(

为最大上升高度#

#

!

$

"为球任意时刻上升高

度#

-

为到达最大高度所需时间
"

球的运动阶段已分解为自由落体阶段和竖直上抛阶段
"

目

前的关键就是通过分析球和鼓的碰撞过程#求解出球碰撞后获

得的速度
)

%

"

下面对球和鼓的碰撞过程进行分析
"

在球和鼓碰

撞前的一瞬间#鼓获得一个向上的速度
)

!

#球自由落体获得一

个向下的速度
)

%

"

选取竖直向上为速度的正方向
"

整个系统遵

循动量守恒定律$机械能守恒定律
"

据此#列出运动学方程&

%)

!

N&)

%

_&)*

%

N%)*

!

#

%

!

%)

!

!

N

%

!

&)

!

%

_

%

!

%)*

!

!

N

%

!

&)*

!

%

"

进一步结合已知条件$几何关系和运动学方程求解出
)*

%

"

再将鼓的上升位置和碰撞时刻的位置确定#并以此为理想位置
"

碰撞后始终保持能够达到该理想位置状态#并且使颠球运动以

周期循环进行
"

球的两个运动阶段得到解决后#不讨论鼓在碰撞后恢复到

准备状态的复杂过程#现只需分析鼓由最低点从静止向上运动

的过程
"

突破口在于能否确定出鼓碰撞前获得的初速度
)

!

"

球

与鼓的碰撞过程遵循完全弹性碰撞规律
"

基于碰撞的受力分析#

并结合上述几何关系#对鼓的运动进行分解#根据动能定理和

牛顿第二定律可得& !

!F./

!

)%

/

"

+F./

!

_

%

!

%)

!

!

#

!F./

!

_

%.

#

)

!

_-."

其中#

.

为鼓碰撞前获得的加速度
"

求解结果和结论&经过以上分析#易求解出该策略下的各

个物理量的初始值&

$

#

_#"!70

#

)

%

_ )!"1J

5

F

#

)*

%

_!"

5J

5

F

#

)

!

_#

#

)*

!

_)#""7J

5

F"

所以#该最佳策略在理想状

态下是可行的#对实际颠球游戏具有一定指导意义
"

*

!

颠球模型的非线性规划策略

前文所建模型的目标是使得连续颠球的个数尽可能多#现

考虑将其他参量作为策略目标
"

考虑如下两种情形
"

!

如果规定项目时间有限 !即项目在限定时长内进行"#那

么目标可以是使相邻两次碰撞的时间间隔最短#即颠球频率最

高#从而在规定时间内颠球个数最多
"

"

如果项目时长不限定#就需要保证在颠球高度不低于

5#KJ

的前提下#团队所用力
!

最小#从而使得颠球项目能持久

进行#也就是每个队员在自己体力范围内使颠球个数最多
"

为此#我们建立时间
$

最短和力
!

最小的非线性目标规划
"

在这两种情形下#要想给出最佳协作策略#需要准确地判断出

初始时鼓距水平位置下移的高度是多少/ 团队应该给鼓施加多

大的力/ 鼓和排球在多长时间 !从排球下落时开始计时"后发

生碰撞/ 这些因素能够经过受力分析得出#并且能根据非线性

规划模型求得最优解
"

对于情形
!

#有方案
%

&

目标&

J./$
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F808
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%

!

/
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/
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%
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%
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/
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对于情形
"

#有方案
!

&

目标&

J./!

!

F808

!

)*

%

$

!

)

%

!

/

$

! "
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/
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%
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对于这两个非线性规划模型#使用
B&(<2%!

软件#求出变

量最优解#结果如下表所示
"

表
"

!

方案
!

策略结果

人数 !

1

" 初始角 !

!

" 绳长 !

+

" 力 !

!

"

%!

人
!1̂$2 %̂+& %##̂13

表
%

!

方案
"

策略结果

人数 !

1

" 初始角 !

!

" 绳长 !

+

" 力 !

!

"

1

人
!1"$2 %"+& *1"!3

!!

综上所述#方案
%

是在游戏时长有限制的情形下#采用保

证两次循环颠球时间间隔最短的策略#从而实现在限定时间内

颠球个数最多的目标.方案
!

是在游戏时间不限定的情形下#

采用保证团队所用力
!

最小的策略#从而实现颠球能持久进行

且颠球个数最多的目标
"

因此#如果事先知道游戏规则#就可

以根据规定选取上述方案作为最佳颠球策略
"

+

!

实际情况中颠球模型的优化

现实中往往是难以保证碰撞持续多次后颠球高度仍然不低

+

+!

+

!#!%

,
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-

"

!
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于
5#KJ

的
"

项目中#颠球高度对每个成员的发力时机$力度$

方向和恒力作用时间及碰撞时刻较为敏感#所以需要合理地近

似化处理
"

在一个有外力作用的系统中#仍然认为系统机械能守恒#

这样是不够严谨的
"

在同心鼓游戏中#其实一直有外力
!

作用

在鼓上#因此严格意义上机械能并不守恒
"

而上述模型一直假

设绳子水平时#鼓与球发生碰撞#在现实情况中不一定恰好如

此
"

现对于上述模型进行优化
"

在碰撞过程中#碰撞的时间点是不确定的#因此鼓与球不

一定每次都恰好在绳水平时碰撞
"

现将碰撞转化为小球碰撞模

型
"

在碰撞过程中碰撞位置不再是可控的#由于绳子角度是不

断变化的#故建立微分方程模型来寻求最佳策略
"

任意时刻#鼓与球在竖直方向上的位移有如下关系&

4球 _

%

!

/

$

!

#

$

+

54鼓

5$

_

%

!

.$

!

N#

!

_

%

!

!

+

F./

!

%

$

!

N#

!

"

其中
4球$

4鼓 表

示分别表示球$鼓在竖直方向的位移
"

对上 式 中 的 微 分 方 程 两 边 同 时 积 分 得#

4鼓 _

%

!

!

&

&

$

!

$

%

$

!

K=F

"

$5$N

&

$

!

$

%

#

!

! "

5$ 6

!

)5槡 .7"

将鼓上升的高度近似为绳子绕队员的手转过的弧长#结合

球初始高度
#̂5J

这一条件#得到如下微分方程模型&

4球N4鼓_#̂5N#

!

#

4球_

%

!

/

$

!

#

4鼓

_

%

!

!

%

$

!

F./

"

$

"

!

N

!$K=F

"

$

"

5

)

!F./

"

$

"

! "

*

#

"

_

!

$

_

4鼓

8

"

此模型跳出了碰撞过程中机械能守恒$碰撞时绳子恰好到

水平位置的理想假设#如果给定颠球高度#则可求出队员发力

!

$绳子长度
+

$初始角
!

#所得结果将会更符合一般情况%此

模型给出的实际颠球方案#对于实践具有一定的指导意义
"

,

!

结语

!

%

"本文在正确并清晰地分析了整个运动过程的基础上#

将颠球过程进行了合理简化#并做出合理近似#大大减小了计

算难度和问题复杂度
8

!

!

"根据不同的目标#分别建立了非线性规划模型#给出

了两个不同的可行方案
8

!

"

"采用微元法#作出合理假设#建立了使得用力最省或

者颠球频率最高的最优策略#从而使颠球个数最多的目标得以

实现
8
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