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由梁上载荷的不同变化，剪力、弯矩、载荷三者存在着一定的微分关系。我们根据载荷集度、剪力和弯矩三者之间存在的

微分关系：弯矩方程的一次导数为剪力方程，剪力方程的一次导数为载荷方程。借此关系，我们可以更轻松的对简支梁在

不同载荷集度情况下进行弯矩分析。

载荷集度；剪力；弯矩；微积分

分布荷载是作用于整个物体或其某部分上的荷载，其类型
下的线荷载是在一个细窄的维度上一个互相平行的载荷，因此
可以将其简化为沿细长方向中轴线分布的载荷，在材料力学的
表现上就是梁上的荷载。在材料力学中剪力、弯矩和载荷是表
示不同类型梁的重要物理量，本文主要研究简支梁的。因此研
究载荷和弯矩的关系对于解决现实生活中的工程力学问题具有
突出的指导意义。本文将从材料力学的基础理论和实践过程出
发，通过微积分理论具体讨论不同载荷集度对弯矩的影响。

1、剪力、弯矩和载荷三者之间的微分关系

1.1  剪力符号的规定
由剪力和弯矩的符号规定 , 我们可以直接判断出外力的

符号 : 在梁的左侧截面上，存在向上作用的外力或在梁的右
侧截面上存在向下作用的外力，则它们在该侧梁上产生的剪
力符号为正 , 反之为负 ; 若梁的左侧截面上的外力对中心的
力矩为顺时针转向或梁的右侧截面上的外力对中心的力矩为
逆时针转向 , 则在该梁的左右截面上产生的弯矩符号为正，
反之产生为负。

1.2  弯矩、剪力和载荷集度之间的微分关系
在研究梁的问题中，载荷、剪力和弯矩可以很方便地反应

其 ( 本文以简支梁梁为例 ) 基本特性。根据实验分析，由梁上
的载荷变化情形，由此得出这样的结论，当物体受到外在载荷
作用时 , 其物体内部就会产生剪力，让物体发生弯折作用，最
后以弯矩的形式展现。一般而言，梁内的剪力和弯矩大小和方
向都随横截面的面积、位置变化而变化，而其随梁的长度的变
化的关系式，就是剪力方程和弯矩方程的表达式。

弯矩方程的一次导得剪力方程，剪力方程的一次导得载荷
方程，反之，载荷方程的一次积分得剪力方程，剪力方程的一
次积分得弯矩方程，故载荷方程的二次积分得弯矩方程。

方程 (1) 的意义为剪力在某一截面处的切线斜率等于该截面的
荷载集度的大小。方程 (2) 的意义为弯矩图在某截面处的切线
斜率等于该截面的剪力。方程 (3) 的意义为载荷的正负 ( 即指向 )
可以确定弯矩图的正负方向。我们以简支梁为例，如图 (a) 所示，
当简支梁受到均匀载荷 q 的作用时 , 可以应用静力学平衡原理，
将结构中的一个部分，从与它相联系的周围部分分离开来，求
出剪力和弯矩方程分别为： (1)  (2) 并作出剪
力图（b) 和弯矩图 (c)。通过图 (b) 和 (c), 可以得到梁内最大
剪力为  和 . 对式 (1) 和式 (2) 求导数 , 则可以

获得：  (3）  (4)

（Ⅰ）

由此我们可以得出，弯矩方程的一次导数为剪力方程，剪
力方程的一次导数为载荷方程。进而我们获得载荷、剪力、弯
矩三者之间的微分关系。开展三者之间的微分关系的研究，对
于实际工程及现代生活都有重大意义。

2、各种形式载荷下的弯矩图

一个函数的一阶导数等于函数曲线上各点切线倾角的正切 ,
也就是切线的斜率 , 而二阶导数等于曲线上各点切线的斜率改
变率。因此 , 由分布载集度度、剪力、弯矩三者间的导数关系 ,
可以推导出分布载荷集度、剪力图、弯矩图之间的几何关系 :

1、梁上某点处的载荷集度 q 等于剪力图上相应点处的斜率。
2、梁上某点处的剪力 Q 等于弯矩图线上相应点处的斜率。
3、梁上某点处的载荷集度 q 等于弯矩图线上相应点处斜

率的变化率。
从以上的讨论可看出 , 分布载荷集度、剪力和弯矩三者之

间存在着必然联系,而且利用这些关系还可以得到绘制剪力图、
弯矩图的基本规律。下面我们就来探究不同载荷集度下对弯矩
变化的影响。

2.1  无载荷作用的梁段；
剪力图为水平线，弯矩图为斜直线，斜率的大小等于对应

梁段上剪力的大小。V>0 时弯矩图形向下倾斜，V<0 时弯矩图
形上倾斜，V=0 时弯矩图为一条水平线（如下表所示）。斜线
上升或下降的竖直高度等于该梁在这一段剪力图的面积。

2.2  均匀载荷作用的梁段 ;
均匀载荷作用时，剪力图为一条倾斜的直线，其斜率大小

等于载荷的集度大小 , 方向与载荷集度方向一致。弯矩图为二
次抛物线，其凹凸的方向与载荷集度的方向一致。剪力图为倾
斜直线时，该斜线上升或下降的竖直高度大小等于该梁在这一
段载荷图的面积，弯矩图为二次曲线，对剪力符号为正的部分，
弯矩图为向下的曲线，曲线下降的竖直高度大小等于该梁在这
一段剪力图的面积，反之，其符号相反。

2.3  集中载荷作用的梁端；
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集中载荷作用时，剪力图发生突变，突变的方向与集中荷
载的方向一致，突变大小为发生集中荷载的大小。弯矩图出现
尖角方向与集中力的方向相同。

2.4  集中力偶作用截面；
截面上发生集中力偶作用时，剪力图没有任何变动，而弯

矩图发生突变作用，突变作用的方向由力偶的转向决定，逆时
针向上，顺时针向下。突变大小等于力偶矩的大小。

（Ⅱ）
实际工程简化模型（简支梁）在不同载荷集度下的弯矩图
简支梁就是，梁的两端搭在两个支撑物上，一端固定约束，

一端铰链约束，从现实工程来看，简单来说就是两端支撑在柱
子上的梁。但支撑物仅约束梁的垂直位移，梁的一端还可自由
转动。我们为了使整个简支梁不产生水平方向的位移，在一端
加设水平约束，另一端不加水平约束。由于简支梁在现实中受
到支座移动、混凝土钢材聚变，温度的变化等产生影响不大，
因此其受力简单，在材料力学作为力学简化模型进行使用分析。

下面我们以简支梁为例，具体阐述不同载荷集度下的剪力
图和弯矩图。

当简支梁受到均匀载荷作用时，如图（a）所示。

（Ⅲ）

第一步：求约束反力 由对称关系可得 . ①

第 二 步： 列 剪 力 方 程 和 弯 矩 方 程 

. ②

. ③

第三步：画出剪力图和弯矩图 , 如图（b）(c) 所示。

其剪力最大值在梁端，其值为 . ④

其弯矩最大值在中间，其值为 . ⑤

当简支梁受到集中力偶作用时，如图（a）所示。

第一步：求约束力 ⑥

第二步：列剪力方程和弯矩方程

AB 段： ⑦

AC 段： ⑧

CB 段： ⑨

第三步：画出剪力图和弯矩图，如图（b）（c）所示。

（Ⅳ）

当简支梁受到集中力作用时，如图（a）。

第一步：求约束力  . ⑩

第二步：列剪力方程和弯矩方程

AC 段： ⑪

              ⑫

CB 段： ⑬

              ⑭

第三步：画出剪力图和弯矩图，如图（b）（c）所示。

（Ⅴ）

综上所述，我们可以利用剪力、弯矩、载荷三者之间的相
互关系（弯矩方程的一次导得剪力方程，剪力方程的一次导得
载荷方程），来准确的列出剪力方程和弯矩方程，避免解题麻
烦，获得事半功倍的效果。不仅保证了剪力图、弯矩图的理论
基础，还有对力学工程中简化模型的分析与推广有着很大的实
际意义。
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