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圆轴扭转中扭矩对扭转角度的影响
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在圆轴扭转的过程中，外加力偶、扭矩与扭转角度存在着密切的联系。由于材料整体处于平衡状态，我们可以利用平衡原

理和截面法来求解。通过外加力偶与扭矩平衡，我们可以画出扭矩图，利用微积分知识则可以得出扭转角度。

外加力偶；扭矩；扭转角度；微积分；求和

1、扭矩和扭转角度的积分关系

1.1  扭矩的确定与符号的规定
利用截面法来确定扭矩：在圆轴上任意选取一个截面，因

为圆轴存在着外力偶矩，可以根据受力平衡确定，其横截面上
的内力偶矩应当与外力偶矩平衡，由此可以得到相应的内力偶
矩，也可以称为扭矩。

采用右手螺旋法则可以判断扭矩的符号：右手四指代表扭
矩旋转方向，大拇指代表其矢量方向，若扭矩矢量方向与截面
外法线方向相同，则扭矩为正，反之为负。

1.2  扭矩与扭转角度的积分关系
当在弹性范围内时，我们可以得到以下两个公式进行分析

扭转角度。
当刚体受到的扭矩不连续时（如图一所示），

图一

扭转角度可以表示为： （公式 1），此时圆轴

上的总扭转角为各部分扭转角的代数和。
然而当刚体所受扭矩连续变化时（如图二所示），

当应力满足许应应力时，即  ，（公式 4）

我们可以求得最大扭转角度。

2、扭转角度随扭矩的变化关系

在正应力的作用下，圆轴将会产生相应的扭矩。而在扭矩
的作用下，圆轴会发生相应的扭转，并产生相应的扭转角度，
我们可以将材料分为弹性材料和脆性材料。根据两种材料的特
性，对其扭转角度进行分析求值。

材料
特性 弹性材料（低碳钢） 脆性材料（铸铁）

性能
曲线

材料
性能

* 弹性阶段，外加扭矩不超过弹性
范围 时，变形呈现弹性，卸载后
试样无残余变形；
* 当超出弹性范围，即进入屈服阶段
和强化阶段时，变形不再呈现弹性，
卸载后试样不再回复原来的状态；

为残余扭转切应变为 0.3% 时扭
矩， 为试样断裂前的最大扭矩

* 直线部分不明显，且无屈服变
形

扭转
角度
的变
化

弹性阶段，扭转角度与扭矩成正比
，扭转角度随着扭矩的增大而

变大 ;
屈服、强化阶段， 变化很小时，
而相应的扭转角度 变化很大，但
不成正比关系。

* 脆性材料，扭转角度随着扭矩
的增加而变大，但并不成正比的

关系。

扭转
角度
的求
解公
式

弹性阶段：

非弹性阶段：此阶段应力与应变已
经不在满足胡可定律，所以求解扭
转角度时不可在运用求和和积分。

因为脆性材料没有弹性阶段，因
此它的应力与应变也不满足胡克
定律，所以不能够采用
来直接进行求解扭转角度。

扭转
失效
形式

屈服、断裂 脆性断裂

从上述分析我们可以得出 的适应条件，必须在弹性
范围内，所受力矩连续不连续均可。
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3、实际工程中扭转角度的简化模型

在材料力学中，强度与刚度是分不开的，而这两者之间都
与扭矩有关。因为存在着最大扭矩，由相应的计算公式我们可
以得到最大的强度与刚度，所以只有材料的强度和刚度小于等
于最大值，才能使得材料在安全范围内进行应用。

在实际工程中，扭转角度是个不可忽视的工程量。例如螺
丝的扭紧问题。因为不同的螺栓扭转角度是不同的，但它们有
一个共同点：就是都存在着一个最大值，即 。通过相应
的公式转化，我们可以得到一个最大扭矩，再根据 ，就
可以得到了最大扭转角度。

但在实际应用中，存在着大部分扭矩被摩擦力消耗，而只
有一小部分扭矩转化为夹紧力。所以我们可以计算出的最大扭
转角度应当大于实验测量的值，因此存在着一些误差。

下面我们通过简单的模型对扭转角度进行计算分析
当外加力偶非连续变化时（如图三所示）：

图三

第一步 选取截面，列平衡方程——求扭矩，如图三（a）
根据整体平衡原则和外力偶矩与扭矩平衡。我们可以得到

相应的扭矩值。
取 AB之间的截面，由右手螺旋定则可知Mx1为正值；

根据平衡原理 :

取 BC之间的截面，由右手螺旋定则可知Mx2为负值；
根据平衡原理 :

第二步 根据求出的扭矩画出扭矩图，如图三（b）

第三步 根据扭矩图和公式 ，则可以求出扭转角度。

因为圆轴同直径且为同种材料，所以 G与 Ip为一定值，
所以

，（公式 5）

（2）当外加力偶连续变化时：

图四

第一步 选取截面，列平衡方程——求扭矩，如图四（a）
根据整体平衡原则，外力偶矩与扭矩平衡，扭矩与扭矩平

衡的原则。
在 AB之间任取一截面，长度为 x。如图四（b），由整体

平衡和右手螺旋定则可以得出此扭矩为正值。所以：

，（公式 6）

第二步 根据扭矩画出扭矩图，如图四（c）
第三步 根据扭矩图和公式 7，则可以求出扭转角度

（公式 7）。 

因为圆轴同直径且为同种材料，所以 G与 Ip为一定值。

因此通过积分可得：

综上所述，我们可以利用外加力偶和扭矩的关系，通过积
分与求和的法则进行计算，可以得到相应的扭转角度。也可以
通过扭矩图直接得出相应的扭矩，再进行列式得出相应的扭转
角度。通过计算量与标准量进行比较，可以充分得出材料是否
符合标准。虽然实际应用中的材料比简化模型要复杂的多，干
扰因素也不计其数，但简化模型是解决实际问题的一个工具，
为我们解决实际问题提供了一个简便的方法。对解决实际问题
具有很重要的意义。
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