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PMRL 教学模式是问题引领 (problems lead)、否定假设法指导 (the method of denying hypotheses guides) 下的复习课

(revision lesson) 教学模式，它是一线数学教师遭遇低效的复习课后，在问题引领数学教学的理论和实践基础上进行行动研

究的结果．PMRL 教学模式以教师呈现原问题为教学起点，师生共同解决原问题后，从原问题的主要属性出发，进行联想思

维生成知识树，应用否定假设法设计问题串，且在解决问题串的过程中应用知识和巩固知识．PMRL 教学模式的实践案例是

在学生学习了空间解析几何中的向量、直线和平面后的一次复习课，它充分展示了 PMRL 教学模式在教学实践中的实效性．

PMRL 教学模式；原问题；问题串；知识树

复习课是使知识系统化、培养学生应用知识解决问题能力的教学过程。但是，在复习课上，学生没有了新授课的新鲜感和好
奇心，教师也很少注重激发学生的学习主动性和积极性，使得复习课的有效性大打折扣。我们在数学教育教学实践中坚持问题引
领数学教学原则，构建了问题引领 (problems lead)、否定假设法指导 (the method of denying hypotheses guides) 下的复习
课 (revision lesson) 教学模式，简称 PMRL 教学模式。PMRL 教学模式不仅能够激发学生学习数学的兴趣，还能够提升学生提
出问题和解决问题的能力。

1、PMRL教学模式的理论

PMRL 教学模式以教师呈现原问题为教学起点，师生共同解决原问题后，从原问题的主要属性出发，进行联想思维生成知识树，
应用否定假设法设计问题串，且在解决问题串的过程中应用知识和巩固知识（如图 1）。

图 1 PMRL 教学模式

PMRL 教学模式是一线数学教师遭遇低效的复习课后，在问题引领数学教学的理论和实践基础上进行行动研究的结果。所谓
问题引领数学教学是以问题为教学的基本内容和主要手段，以问题解决活动为主要学习方式，以培养学生的数学素养为根本目的，
将师生反思贯穿始终的教学过程。问题引领数学教学倡导学生在问题解决中学习，在学习中解决问题，“问题引领，知识跟进，
能力提升”和“教师指导，学生主体，反思贯穿”是其核心理念。[1] 设置问题串是 PMRL 教学模式的主要环节，否定假设法是学
生学会设计问题的关键方法，学生在否定假设法指导下设计问题串，在师生反思中选择有价值的问题，从而激发学生学习数学的
兴趣，培养学生的反思能力以及提出问题的能力。

2、PMRL教学模式的实践案例

本案例是在学生学习了空间解析几何中的向量、直线和平面后的一次复习课，它充分展示了 PMRL 教学模式在教学实践中的
应用性和实效性。

2.1  呈现和解决原问题
呈现原问题的主体一般是教师，解决原问题的主体一般是学生，学生在教师的指导下分析和解决问题。

原问题：求过点 且垂直于两个已知平面： 032 =−+− zyx ， 02 =+−+ zyx 的平面方程。

分析：设所求平面方程为 ，由已知，得

解得所求平面方程为： 032 =++ zyx 。「1」

「1」文中各个问题的解决方法可能不止一种，但本文都只呈现一种解题方法。
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注：所用方法：待定系数法；所用知识点：平面的一般式方程，相互垂直的两平面的法向量也相互垂直。
2.2  引导学生分析原问题的主要属性
点 也应该是一个属性，但是，为了使问题串中的问题比较适合学生的解题能力，此属性不列为主要属性。原问题

的主要属性有四个，属性1′：垂直，属性 2′：两个，属性3′：平面，属性 4′：平面方程。
2.3  应用联想思维，生成知识树
联想思维是指在人脑内记忆表象系统中由于某种诱因使不同表象发生联系的一种思维活动。联想思维运用概念的语义、

属性的衍生、意义的相似性来激发创新思维，它是打开沉睡在头脑深处记忆的最简便和最适宜的钥匙。联想思维有五种类型：
接近联想、相似联想、对比联想、因果联想和类比联想。[2]

联想思维在我们的学习中起着很大的作用，它可以挖掘和构建不同思维对象间的内在联系，它有利于信息的储存和检索。
应用联想思维进行复习可以建立知识间的联系，形成知识组块，完善学生的认知结构，提升学生应用知识解决问题的能力。

从原问题的主要属性和解题过程所用的知识出发，延拓属性，联想知识，复习知识，生成知识树（如图 2）。所谓延拓
知识是将原问题各属性中概念的外延适当扩大。比如：将原问题的属性1′：垂直延拓为属性 1：位置关系，将原问题的属性
4′ ：平面方程延拓为属性 4：方程。知识树中呈现了 14 个知识点，原问题的解决过程中，用到了第 1 个、第 7 个和第 10 个
知识点。

图 2 应用联想思维 生成知识树

2.4  应用否定假设法，设置问题串

2.4.1  否定假设法
美国学者布朗（S。Brown）与沃尔特 (M。Walter) 给出了提出问题和设计问题的一般方法。[3]

确定出发点，这可以是已知的命题、问题或概念等；
对所确定的对象进行分析，列举出它的各个“属性”；
就所列举的每一“属性”进行思考：“如果这一‘属性’不是这样的话，那它可能是什么？”
依据上述对于各种可能性的分析提出新的问题；
对所提出的新问题进行选择。
由于这一方法的核心步骤是第三步，所以这一方法就被称为“否定假设法”。
在应用否定假设法时，我们要审视、思考和追问它的属性是什么（what），如果这些属性不是这样（if not），结果会怎么样（how）

等问题。即对“WINH”的反思，对“WINH”的反思可以揭示概念的本质，把握知识间的内在联系，深化运算法则的认识。当然，
应用否定假设法对“WINH”的反思，必须在学生的最近发展区内，不然，会适得其反。

2.4.2  设置和解决问题串
雅斯贝尔斯曾指出，教育不能简化为知识的堆积。“学习者只有在认真思考他自己发现的问题，追求符合于自己的知识和理

解力的答案时，才能真正地在学习。”[4] 这里设置问题的主体应该是学生，从原问题出发，学生应用“否定假设法”，通过“头
脑风暴”可以提出许多问题，但是，并不是提出的所有问题都是有价值的。由于学生所掌握知识和经验的限制，教师一定要充分
发挥“对话性他者”的作用，对学生设置的问题进行及时的选择和修正。“所谓‘对话性他者’意味着，在学生的‘最近发展区’
内，能够起到促进学生学习发生跳跃的、一种‘脚手架’的作用。”[5] 合作学习的学生也能够发挥“脚手架”的作用，但是教师
的作用和学生的作用在性质上是不同的。教师作为“对话性他者”，首先能够启发学生提出或直接提出学生应该提出而又不能提
出的问题，从而诱发和促进学生的自我反思；其次是引导学生不断地捕捉、选择、判断、重组各种有价值的数学问题，使之成为
智慧的火种。对价值不大的问题，要及时的排除和处理，以保证数学教学的有效性。再次是教师的“他者性”可以使师生保持适
度的距离，使学生积极地开展自己的学习，成为自主的学习者。[6]

应用否定假设法设置问题串不仅能够培养学生提出问题的能力，还使学生在解决自己提出问题的过程中，应用、复习和巩固
已经学过的知识，亲身体验数学知识的应用价值。上面已经分析了原问题的几个主要属性。属性1′：垂直，属性 2′：两个，属性

3′：平面，属性 4′：平面方程。
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比 如： 学 生 改 变 属 性 1′， 呈 现 问 题： 求 过 点 且 平 行 于 两 个 已 知 平 面： 032 =−+− zyx ，

02 =+−+ zyx 的平面方程。这时，教师应该发挥“对话性他者”的作用，引导学生思考：已知两个平面有什么样的位置关系？

平行于两个相交平面的平面存在吗？在此基础上，呈现问题 1 和问题 2。事实上，问题 1 不仅改变了原问题的属性1′（垂直），
还改变了属性 2′（两个）。一般情况下，应用否定假设法以问题为出发点来提出问题或编制问题时，要涉及到两个属性或多个属
性的同时改变。

问题 1：求过点 且平行于已知平面： 032 =−+− zyx 的平面方程。

分析：所求平面的法向量与已知平面的法向量相互平行，用平面的点法式方程，即可求出平面方程为： 062 =−+− zyx 。

注：在此问题的编制和解决过程中，用到了第 1 个、第 2 个和第 14 个知识点。

问题 2：求过点 且平行于两个已知平面： 032 =−+− zyx ， 02 =+−+ zyx 的直线方程。

分析：已知两个平面的法向量的向量积就是所求直线的方向向量，然后，应用直线点向式即可得到直线方程：
3
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注：在此问题的编制和解决过程中，用到第 5 个和第 12 个知识点。

改变属性 2′和属性 3′，呈现问题 3。

问题 3：求过点 且垂直于直线 L：
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zyx
的平面方程。

分析：首先求出已知直线的方向向量，然后应用平面的点法式方程，即可求出平面方程为： 032 =++ zyx 。

注：编制问题 3 及其解决的过程中，用到第 1 个、第 4 个、第 8 个和第 2 个知识点。
改变属性 2′和属性 4′，呈现问题 4。

问题 4：求过点 且垂直于已知平面： 032 =−+− zyx 的直线方程。

分析：已知平面的法向量就是所求直线的方向向量，然后应用直线方程的点向式方程就可求出直线方程为：
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注：此问题的解决过程中，应用到第 1 个、第 5 个和第 8 个知识点。
改变了多个属性后，呈现问题 5。

问题 5：求过点 ，垂直于已知平面： 032 =−+− zyx ，且平行于直线：
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的平面方程。

分析：已知平面的法向量和已知直线的方向向量的向量积就是所求平面的法向量，然后，应用平面的点法式方程，既得所求
平面方程： 。

注：此问题的编制和解决过程中，用到第 1 个、第 2 个、第 5 个、第 10 个和第 12 个知识点。
当然，问题串的设置还可以从子问题出发设计，并且要使学生复习的知识更全面，可以设置不止一个原问题。比如：在文中

问题串的解决过程中，反复用到向量积的运算，但是这一知识点并不在知识树中，因此，可以设置向量运算方面的原问题，以生
成向量运算方面的知识树。事实上，学生掌握了这一教学模式和否定假设法后，就可以成为呈现原问题的主体，这样更能充分发
挥学生的主体作用，提高教学的有效性。
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「1」文中各个问题的解决方法可能不止一种，但本文都只呈现一种解题方法。
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