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1　引言 1

共形映射是复变函数理论重要内容之一，它成功地

解决了物理学、电学、光学、热学、电磁学、力学等诸

多方面的问题 [1-3]。在实际问题中共形映射具有重要的

作用。例如，在求解复杂的裂纹构型时，采用正常的应

力无法解决问题。利用共形映射理论，则可以将复杂的

裂纹形状转换为简单的形状。简单裂纹形状问题利用力

学知识很容易求出裂纹尖端的应力，同样对复杂形状问

题可以通过共性映射的逆变换获得。本文主要介绍在复

变函数教学中多角区域上的共形映射的理论的证明以及

应用。

2　Schwarz-Christoffel定理

定理1（Schwarz对称原理 [1-2]）：满足（1）以 s为

公共边界且在 s两侧对称的区域分别为C与C*；（2）以 t

为公共边界且在其两侧对称的区域为D与D*；（3）存在 f

（z）使得 ，边界 一一对应，且在C+s上连

续，则存在F（z）将C+s+C* 共形映射成D+t+D*，且对
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任 ，F（z）=f（z）。

证明 [2]：根据定理可知 s为圆弧，由共形映射可知

存在线性变化 ，此线性变换将圆弧 s映射到z平

面上的一条线段a。 将C映射到z中的一个区域

c，且C* 被 映射到z中的一个区域c*。c和c* 关于

a对称，且分别位于z的上、下半平面。存在另外一个线

性变换 可将圆弧 t映射到x平面上的一实轴段b，

并通过此线性变换将D与D* 共形映射为x平面上的区域

为d和d*，它们分别位于上、下半平面上，并且关于b对

称。由条件（3）， 将c共形映射为

d，且a与b一一对应。令

 （1）

则有 Cauchy 定理，可得：

 （2）

上式中 是区域 与线段a相交的简单闭

曲 线； 和 分 别 表 示 在c和c* 的 部 分 曲 线；l为a
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在 内部的部分曲线。根据 Morera 定理，可得 在

上单叶解析。不妨令

 （3）

则F（z） 将C+s+C* 共 形 映 射 为D+t+D*， 且 s与 t

一一对应。

当 时， ， 由（1） 式， 可

得：

 （4）

从而 ，这样F（z）就

是要求的。

根据对称原理，可以讨论多角形区域到单位圆盘以

及上半平面间共形映射问题，即 Schwarz-Christoffel（施

瓦兹 - 克里斯托菲尔）变换。

设Ln是由n条折线段所围的单连通区域。各顶点依

次为 ，则Ln各顶点内角可表示为 ， 

其 内 角 介 于 0 到 2p之 间， 记 为 ，

。由平面几何知识，可得：

 （5）

定 理2（Schwarz-Christoffel定 理 [2]）： 设 f（z）

将 单 位 圆 域 映 射 到 多 角 区 域Ln（内 角 为

），则 f（z）为：

 （6）

其中a、a′为常数；圆周上的 zk是 f（z）映射下对

应于Ln的顶点wk的点。

证 明 [1-2]： 设F（w） 为w=F（z） 的 逆 函 数。 依 定

理可知F（w）将Ln映射成单位圆域。设以wk为中心的

充分小的圆域与多角域Ln的相交部分为Sk，这里要求

Sk中只含有多角域Ln的一个顶点wk。我们可以取函数

的主值支，在此函数的作用下将Sk共形

映射为以原点为中心的半圆域Sk′（如图 1）。

图1　共性映射变换关系

那么 的适当分支将 映射为 。不妨

令 ，则该函数可将 映射为 ，且

。依对称原理， 能解析延拓到 。延拓后

的反函数记为 ，在 的领域内有幂级数展开

 （7）

的边界为直线段，故 可以解析延拓到单位圆周

上（除 外）。在 内充分接近 处，有

 （8）

由于单叶性可得 ，那么

在 处解析，从而 在 处解析且不为零，

从而乘积

 （9）

在闭单位圆上是解析的且不为零。下面要说明

是常函数，令 为 与 轴的夹角，其中

是 的像线段。令 为圆弧 与 轴的夹角，从

而 有 。 根 据 解 析 函 数 的 性 质， 我 们 可 得

，利用欧拉公式及式（9）和（5），

则在 上有

 （10）

其 中 为 常

数。 在单位圆周上恒等于常数。依最大模原理，可

得 （常数），即 ，
对其两边积分，从而得到公式。

注：Schwarz-Christoffel 定理在实际应用中，圆周上

的点 不能随意取，要依据多角区域的

具体结构和其他条件来求解 .

3　例题计算

例1　无限大的弹性平面内有一个折线裂纹，分支

裂纹与主裂纹的夹角为（如图 2），求将折线裂纹的物理

平面映射为平面上的单位圆外部的共性映射。

图2　分支裂纹的物理平面和映射后的平面
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解：由 Riemann 映射定理，把折线裂纹顶点A、B及

折点O1、O2 分别映射到 平面上的 和 ，则有

Schwarz-Christoffel 定理，可得共性映射为：

 （11）

其中

 （12）

例2　 将 平 面 映 射 成 以

为顶点的矩形区域G的共形

映射，其中 为正实数 [2]。

图3　上半平面的共性映射

解：由 Schwarz-Christoffel 公式，F（z）可写为：

其中a和a′为待定常数。F（0）=0，则a′ =0。由

各点的对应关系，有

a是正实数，且

上式中

是椭圆积分。

4　结论

本文通过对多角型区域的共形映射问题讨论，给出

了 Schwarz-Christoffel 公式以及推广形式。复变函数中共

形映射可以解决很多其它领域中的问题，例如零件的构

造，复杂裂纹问题，流体力学及空气动力学等方面，随

着计算软件的不断更新，共形映射理论的应用将越来越

广泛。
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