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码长为
23( 1)
2

q −
的对偶包含BCH码及其应用

高  楠
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【摘　要】 BCH码是一类构造量子纠错码的码源，满足一定结构关系的BCH码可以构造参数较好的量子纠错码。本文

研究了有限域上码长为
23( 1)
2

q −
的BCH码，其中( 6 1( 1)q l l= − > 或 6 1q l= + )。基于分圆陪集中元素的结构特点，给出了

这类BCH码满足厄米特对偶包含的条件，确定了每个分圆陪集所含元素个数，计算出了此类厄米特对偶包含的BCH码的维

数，并利用厄米特构造法，由厄米特对偶包含的BCH码得到了一些参数较好的量子纠错码。
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1  引言

经典纠错码保障了传统的通信，同样量子纠错码在量子

通信中也起到了重要作用。1997年，Calderbank, Rains, 

Shor, Sloane[1]给出了量子纠错码丰富的理论基础。2001

年，Ashikhmin等人[2]给出了厄米特构造法。2007年，Aly等

人[3]利用厄米特对偶包含条件构造了多族量子BCH码。2015

年，Ma等人[4]研究了码长为 23( 1)q − 的BCH码，由此构造出

了参数较好的量子纠错码，其中 3 1q l= + 或 3 2q l= + ，

2ord ( ) 3n q = 。2020年，Zhang等人[5]研究长为 2( 1)r q − 的

BCH码并由此构造了的量子纠错码，其中 2ord ( ) 4n q = 。此

外，许多学者也由各种码长的BCH码构造出很多参数优良的

量子纠错码。

引理1 (BCH界) 设C 是有限域 2q
F 上设计距离为δ false

的BCH码，则C 的最小距离 d δ≥ 。

有限域 2q
F 上长为 n 的线性码 C 的厄米特对偶码为

2{ : , 0, }H n
Hq

C x F x y y C⊥ = ∈ = ∀ ∈ ， 其 中 , :=
H

x y

1

n q
i ii

x y
=∑ 。下面我们给出有限域 2q

F 上循环码是厄米特对偶

包含码的一个充要条件。

引 理 2 [ 6 ]设 C 是 在 2q
F 上 的 循 环 码 且 定 义 集

为 Z , HC C⊥ ⊆ 当 且 仅 当 qZ Z − = ∅ ， 其 中

{ (mod ) }qZ qz n z Z− = − ∈ 。

引理3[6] 假设C 是一个 [ ] 2, ,
q

n k d 的线性码且 HC C⊥ ⊆

，则存在一个[[ , 2 , ]]qn k n d− ≥ 的量子纠错码。

2　码长为
23( 1)
2

q −
厄米特对偶包含BCH码的构造

设
23( 1)
2

qn −
= ， n 是 一 个 正 整 数 且 有

2gcd( , ) 1, ( ) 3nn q m ord q= = = 时 ， 下 面 分 为

6 1( 1)q l l= − > 和 6 1q l= + 两种情况进行讨论。

情况1 6 1( 1)q l l= − > ， 1r q= + 的BCH码

引理4 设
2

0
r i

i
Z C

δ −

+
=

=  ，当
32

2
qδ −

≤ ≤ 时, =qZ Z − ∅ 。

证 明 假 设 qZ Z − ≠ ∅ ， 则 存 在 f 和 h ， 使 得

2( ) ( ) modlr h q q r f n+ ≡ − + ， 其 中 0 , 2δ≤ ≤ −f h ，

且 0 3l≤ ≤ 。设 = =0f h ，则
2 modlrq qr n≡ − ⇒ 2 1( lr q −

2 131) 0mod ( 1) ( 1)
2

ln q q −+ ≡ ⇒ − + ，矛盾。

( 1 ) 当 0l = 时 ， ( ) ( ) mod+ ≡ − +r h q r f n

( 1) 0mod ,r q qf h n⇒ + + + ≡

由 于 0 ( 1) ( 1) ( 1)( ) ,r q r q qf h q r f n< + ≤ + + + ≤ + + <

矛盾。

( 2 ) 当 1l = 时 ，

2( ) ( ) mod ( 1) 0modr h q q r f n r q qh f n+ ≡ − + ⇔ + + + ≡

，类似 0l = 可推出矛盾。

(3) 当 2l = 时，注意到 gcd( , ) 1,n q = 2 modrq r n≡ 。

4 3 3 3( ) ( ) mod ( 1) 0mod ( 1) 0 modr h q q r f n r q q h f n r q q h f n+ ≡ − + ⇒ + + + ≡ ⇒ + + + ≡

3 33( 1)( )( 1) 0mod ( ) ,
2

qq h f q n q h f+
⇒ + − ≡ ⇒ + 即 有

3 30mod ( 1)
2

q h f q+ ≡ + ， 那 么 可 得
30mod ( 1)
2

f h q− ≡ + ， 若

f h≠ 时，
7 3( 1)0

2 2
q qf h − +

< − ≤ < 推出矛盾；若 f h=
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时， 4( ) ( ) modr f q q r f n+ ≡ − +

3 3 23( 1)( )( 1) 0mod ( ) ( 1) ( ) ( 1),
2

qr f q n n r f q r f q q−
⇒ + + ≡ ⇒ + + ⇒ + − +

由 带 余 除 法 得 2gcd( 1, 1) 1,q q q− − + = 因 此 得

3( 1) ( ) ,
2

q r f−
+ 由于

3 5 3( 1)0
2 2

q qr f − −
< + ≤ < ，矛盾。

引理5 当
70

2
qi −

≤ ≤ ，有

证明 由于 2ord ( ) 3n q = ，则 3r iC + ， 2q 模 n分圆

陪集只能含1个或3个元素。 r iC + 只有一个元素当且仅当

2 3( )( 1) 0mod ( ) 3
2

r i q n r i i+ − ≡ ⇒ + ⇔ ，当 0 i< ≤
7

2
q −

时， 1 3r iC i+ = ⇔ ，否则 3r iC + = 。

引理6 当 32
2

qδ −
≤ ≤ 时，分圆陪集 rC ， 1rC + ，，

2rC δ+ − 互不相交。

证明 由引理5， { }rC r= 与其它分圆陪集不相交。不妨

设 f h> ，其中1 , 2f h δ≤ ≤ − 。下证 r fC + 和 r hC + 不相交。

如 果 modr f r h n+ ≡ + ， 则 n f h− 。 由 于 0 <

2 1 ( 7) 2 1f h q nδ− ≤ − − ≤ − − < ，矛盾。

如 果 2( ) modr f r h q n+ ≡ + ， 则 能 推 出

2 2 2( 1) 0mod 0modr q q h f n q h f n− + − ≡ ⇒ − ≡
23( 1) 3 3 0mod 3 3 0mod ,q h h f n h f n⇒ − + − ≡ ⇒ − ≡

由于 0 3 3 3(( 7) 2 1)f h q n< − ≤ − − < ，矛盾。

如果 4( ) modr f r h q n+ ≡ + ，则能推出 

4 40mod 3 3 ( 1) 3 0mod 3 3 0modq h f n f h q h n f h n− ≡ ⇒ − − − ≡ ⇒ − ≡

，矛盾。

定 理 1 当
32

2
qδ −

≤ ≤ 时 ， 存 在 参 数 为

[ ], 6 4 ( 1) 3 6,
q

n n δ δ δ− + − + ≥   的量子纠错码。

证明 设有限域 2q
F 上长为 n 的循环码C

的 定 义 集 为
2

0
r i

i
Z C

δ −

+
=

=  ， 当 2 ( 3) 2qδ≤ ≤ −

， 即 0 ( 7) 2i q≤ ≤ − 时 ， 由 引 理 5 ， 可 得

( 1) 3 3( 1 ( 1) 3 ) 3 2 ( 1) 3 3Z δ δ δ δ δ= − + − − − = − − −           。

因此，码C 是参数为 [ ] 2, 3 2 ( 1) 3 3,
q

n n δ δ δ− + − + ≥  
的 B C H 码 。 由 引 理 3 ， 存 在 参 数 为

[ ], 6 4 ( 1) 3 6,
q

n n δ δ δ− + − + ≥   的量子纠错码。

情况2 6 1q l= + ， 3r = 的BCH码

引理7 设
2

0
r i

i
Z C

δ −

+
=

=  ，当
3 72

2
qδ −

≤ ≤ 时，

=qZ Z − ∅ 。

引理8 当
3 110

2
qi −

≤ ≤ ，有

引理9 当
3 72

2
qδ −

≤ ≤ 时，分圆陪集 rC ， 1rC + ，

， 2rC δ+ − 互不相交。

定理2 当
3 72

2
qδ −

≤ ≤ 时，存在参数为

[ ], 6 4 ( 1) 3 6,
q

n n δ δ δ− + − + ≥   的量子纠错码。

3　比较与总结

下面将本文构造的量子纠错码与文献[6]中的量子纠错码

进行比较。在码长 n 和设计距离δ 相同时，文献[6]构造了维

数为 26 ( 1)(1 1 )n qδ − − − 的量子纠错码，本文构造了维数

为 6 +4 ( 1) 3 6n δ δ− − +   的量子纠错码，易知本文的维数

更大。

表1  本文与文献[6]构造的量子纠错码比较

q 本文的量子纠错码 文献[6]的量子纠错码

11q =

11[[180,172, 3]]≥
11[[180,168, 3]]≥

11[[180,166, 4]]≥ 11[[180,162, 4]]≥

11[[180,164, 5]]≥
11[[180,156, 5]]≥

… …

7q =

7[[72,64, 3]]≥
7[[72,60, 3]]≥

7[[72,58, 4]]≥
7[[72,54, 4]]≥

7[[72,56, 5]]≥ 7[[72, 48, 5]]≥

… …
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