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引言

数理逻辑是用数学方法研究逻辑问题的一门学科，以推

理本身作为自己的研究对象，分为经典数理逻辑和现代数

理逻辑两类。经典数理逻辑包括逻辑演算、证明论、集合

论、模型论和递归论，现代数理逻辑常见的有缺省逻辑、

模态逻辑、多值逻辑、非单调逻辑、归纳逻辑等。而这些

逻辑的基础是命题逻辑和谓词逻辑。本文将详细研讨命题

逻辑的等值演算在判断命题公式的可满足性、证明两个命

题公式等值、推理判断和电路设计中的应用。

1  命题逻辑的相关概念[1][2][3]

能辨别真假但不能既真又假的陈述句称为命题，命题常

用小写的英文字母表示。命题的真假称为真值，真值为真

的命题称为真命题，常用1或T表示，真值为假的命题称为

假命题，常用0或F表示。

命题逻辑的常见联结词及其真值表如表1和表2（其中

qp, 为命题）。

表1   的真值表

表2 ↔→∨∧ ,,, 的真值表

命题公式也称合式公式，它是按照一定规律形成的符号

序列。命题公式定义如下：

（1）命题变元和命题常元是公式；

（2）如果α 是命题公式，则 α¬ 是命题公式；

（3）如果 βα , 是命题公式，则 βα ∨ ， βα ∧ ，

βα → ， βα ↔ 是命题公式；

（4）只有由1到3条给出的有限字符串才是命题公式。

命题公式中所有变元的各种可能的真值组合，称为指

派。在某个指派下其真值为真的命题公式称为命题可满足

公式，在任何指派下其真值都为真的命题公式称为命题永

真公式，在任何指派下其真值都为假的命题公式称为命题

永假公式（或不可满足公式）。

2  命题逻辑的等值演算

由已知等值式推出其它等值式的过程称为命题逻辑的等

值演算。下面是一些常见的逻辑等值式[1][2][3]，它们构成了

命题逻辑的等值演算的基础。

双重否定律： ；

结 合 律 ： )()( rqprqp ∧∧⇔∧∧ ， 

)()( rqprqp ∨∨⇔∨∨ ；

交换律： pqqp ∧⇔∧ ， pqqp ∨⇔∨ ；

分 配 律 ： )()()( rpqprqp ∧∨∧⇔∨∧ ；

)()()( rpqprqp ∨∧∨⇔∧∨ ；

德 摩 根 定 律 ： qpqp ¬∨¬⇔∧¬ )( ，

qpqp ¬∧¬⇔∨¬ )( ；

同一律：     1⇔¬∨ pp （永真式）， 0⇔¬∧ pp
（永假式）；

吸收律： pqpp ⇔∧∨ )( ， pqpp ⇔∨∧ )( ；

零律和恒等律 11⇔∨p ， 00 ⇔∧p .

由 真 值 表 我 们 可 得 qpqp ∨¬⇔→
，

)()( pqqpqp →∧→⇔↔
。
    

3  命题逻辑等值演算在判断命题公式的可满足性方面

的应用

命题公式的可满足性问题是计算机科学中的热门问题，

现实中很多问题都可通过命题符号化转化为可满足性问题

进行研究，它属于经典的 NP 完全问题。由于可满足性问

题的广泛存在,可满足性问题求解方法正受到广泛关注，本

小节主要探讨怎样利用命题逻辑等值演算判断命题公式的

可满足性。

如果命题公式α 通过等值演算后与1等值，则称α 为

命题永真公式；如果命题公式α 通过等值演算后与0等值，

则称α 为命题永假公式（或不可满足公式）；如果命题公
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式α 通过等值演算后不与0等值，则称α 为命题可满足公

式。所有永真公式都是可满足公式，但可满足公式不一定

是永真公式。[1][2][3]

例1 判断下列命题公式的可满足性。

（1） )()( qpqp ∨¬∧→ ；

（2） )()( qprqp ↔→∧∧ ；

         )()()()( qpqpqpqp ¬∨¬∧∨¬∧¬∨∧∨ 。

解 ： （ 1 ） )()( qpqp ∨¬∧→

qp ¬∧¬⇔ ，

因为 qp ¬∧¬ 有成真指派00，也有成假指派01，11

，10，所以 )()( qpqp ∨¬∧→ 为不是永真公式的可满

足公式。

)()( qprqp ↔→∧∧
))()(()( pqqprqp →∧→∨∧∧¬⇔

))()(()( pqqprqp ∨¬∧∨¬∨¬∨¬∨¬⇔

所以 )()( qprqp ↔→∧∧ 为永真公式。

)()()()( qpqpqpqp ¬∨¬∧∨¬∧¬∨∧∨

)0()0( ∨¬∧∨⇔ pp pp ¬∧⇔ 0⇔ ， 

所 以 )()()()( qpqpqpqp ¬∨¬∧∨¬∧¬∨∧∨
为永假公式（或不可满足公式）。

4  命题逻辑等值演算在证明两个命题公式等值方面的

应用

设 βα , 为两个命题公式，如果α 能通过等值演算化为

β ，则称α 与β 等值，记为 βα ⇔ 。[1][2][3]

例2 证明 )()( qpqpqp ∧∨¬∧¬⇔↔
。

证 ： )()( pqqpqp →∧→⇔↔
)()( pqqp ∨¬∧∨¬⇔

)()()()( pqqqppqp ∧∨¬∧∨∧¬∨¬∧¬⇔

)(00)( pqqp ∧∨∨∨¬∧¬⇔

)()( pqqp ∧∨¬∧¬⇔ )()( qpqp ∧∨¬∧¬⇔
。

5  命题逻辑等值演算在推理判断中的应用

在纷繁的一堆条件中要推断出结果有一定的难度，但先

将条件命题符号化，再利用命题逻辑等值演算去进行推理

判断，往往会起到事半功倍的作用。

例3　A、B、C、D四人结伴去手机市场买手机，考虑

到手机的性能、价位和各人的喜好及购买力，他们看中了

甲、乙、丙、丁四款手机，并准备每人从中买一部手机且

各人手机的款式都不同。现已知：

(1) Ｃ买甲款手机但Ｂ不买乙款手机，或者Ｃ不买甲款

手机但Ｂ买乙款手机；

(2) Ｃ买乙款手机但Ｄ不买丙款手机，或者Ｃ不买乙款

手机但Ｄ买丙款手机；

(3) Ａ买乙款手机但Ｄ不买丁款手机，或者Ａ不买乙款

手机但Ｄ买丁款手机。

请问A、B、C、D分别买了什么款式的手机？

解：设 iiii srqp ,,, 分别表示Ａ买了 i 款手机，Ｂ买了

i 款手机，Ｃ买了 i 款手机，Ｄ买了 i 款手机， ∈i ｛甲、

乙、丙、丁｝。显然 iiii srqp ,,, 中均各有一个真命题，由

题意可知，要寻找使下列三式成立的真命题：

)1( 1)()( ⇔∧¬∨¬∧ 乙甲乙甲 qrqr ；

)2( 1)()( ⇔∧¬∨¬∧ 丙乙丙乙 srsr ；

)3( 1)()( ⇔∧¬∨¬∧ 丁乙丁乙 spsp 。

因为真命题的合取式仍为真命题，故得

⇔1 )2()1( ∧ ⇔

⇔
)()( 丙乙乙甲丙乙乙甲 srqrsrqr ∧¬∧¬∧∨¬∧∧¬∧

∨
)()( 丙乙乙甲丙乙乙甲 srqrsrqr ∧¬∧∧¬∨¬∧∧∧¬ 。

由于C只买一部手机，所以他不能既买甲款手机又买乙

款手机，又Ｂ和Ｃ不能买同一款手机，故

0⇔¬∧∧¬∧ 丙乙乙甲 srqr ； 　

0⇔¬∧∧∧¬ 丙乙乙甲 srqr 。

于是根据同一律可得

)4( )( 丙乙乙甲 srqr ∧¬∧¬∧ ∨

)( 丙乙乙甲 srqr ∧¬∧∧¬ 1⇔ 。

)4()3(1 ∧⇔

)( 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ∧¬∧¬∧∧¬∧⇔
)( 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ∧¬∧∧¬∧¬∧∨

)( 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ∧¬∧¬∧∧∧¬∨
)( 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ∧¬∧∧¬∧∧¬∨ 。

由于Ａ和Ｂ不能买同一款手机，Ｄ不能既买丙款手机又

买丁款手机，于是有

0⇔∧¬∧∧¬∧¬∧ 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ；

0⇔∧¬∧¬∧∧∧¬ 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ；

0⇔∧¬∧∧¬∧∧¬ 丙乙乙甲丁乙 srqrsp 。

所以得下面公式：

1 丙乙乙甲丁乙 srqrsp ∧¬∧¬∧∧¬∧⇔

丁丙乙甲乙乙 ssrrqp ¬∧∧¬∧∧¬∧⇔ 。

由上式可知 丙乙甲 spr ,, 是真命题，从而有 丁q 为真

（2）

（3）

（3）
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命题。因此即Ａ买了乙款手机，Ｂ买了丁款手机，Ｃ买了

甲款手机，Ｄ买了丙款手机。

6  命题逻辑等值演算在电路设计中的应用

每年夏天很多地方酷暑难耐，空调电风扇等制冷电器成

了急需品，并且电视机、冰箱、洗衣机是家庭的必备品，

手机也是每家至少一部。而这些电器的使用都必须用电，

考虑到用电的安全与方便，电路设计就显得很重要。下面

我们用一个例子来看看怎样用命题逻辑的等值演算来设计

电路。
例4[4]　小王新近在市中心买了一家店铺。为了安全起

见，他准备在店铺门上安一把保密锁。他希望这把锁的控

制电路中有三个按钮 CBA ,, 和一个报警装置，当三钮同

时按下，或只有 BA, 两钮按下，或只有 BA, 中之一按下

时，锁被打开；当不符合上述开锁信号时电铃发响报警。

请您帮小王设计一下保密锁的控制电路。

解：设 A （或 B 或 C ）按钮被按下去时 A （或 B 或

C ）的真值为1，没被按下去时的真值为0。又设 M 表示保

密锁的开启状态，锁开启时 M 的真值为1，锁关闭时 M 的

真值为0。再设报警器的输出信号为 N ，报警器电铃不响时

N 的真值为0，报警器电铃发响时 N 的真值为1。由题意可

知，当 M 的真值为1时 N 的真值为0，当 M 的真值为0时

N 的真值为1( CBA ,, 的真值都为0的情况除外)。于是我

们可得如表3的真值表。

表3：真值表

A B C M N
１ １ １ １ ０

１ １ ０ １ ０

１ ０ ０ １ ０

０ １ ０ １ ０

１ ０ １ ０ １

０ １ １ ０ １

０ ０ １ ０ １

０ ０ ０ ０ ０

由真值表可知保密锁的逻辑表达式为：

)()()()( CBACBACBACBAM ¬∧∧¬∨¬∧¬∧∨¬∧∧∨∧∧⇔
)()()( CBACBABA ¬∧∧¬∨¬∧¬∧∨∧⇔

)()))((( CBACBBA ¬∧∧¬∨¬∧¬∨∧⇔

)()()( CBACABA ¬∧∧¬∨¬∧∨∧⇔

))(()( CBABA ¬∧∨∨∧⇔
)()()( CBCABA ¬∧∨¬∧∨∧⇔ .

报警器的逻辑表达式为:

⇔N
)()()( CBACBACBA ∧¬∧¬∨∧∧¬∨∧¬∧

)()( CBACB ∧∧¬∨∧¬⇔
CAB ∧¬∨¬⇔ )(

)()( CACB ∧¬∨∧¬⇔ .

由于当至少按下一个按钮时，不是保密锁被开启就是报

警器电铃发响报警。故整个控制电路的逻辑表达式应为：

NM ∨
。

7  命题逻辑等值演算在求合取范式中的应用

合取范式最大可满足问题是理论计算机科学的核心问

题，由布尔变量集合与项集合给定的布尔表达式即是合取

范式。合取范式最大可满足问题要求计算布尔变量赋值，

使可满足的项数最大。[5]因此对合取范式的求取的研究具有

一定的意义，本节将探讨如何利用命题逻辑等值演算来求

合取范式。

范式存在定理：任一命题公式都存在与之等值的析取范

式和合取范式。[1][2][3]

求解给定公式合取范式的步骤如下：
[1][2][3]

（1）利用 )()( αββαβα →∧→⇔↔ 消去连

接词 →，利用 βαβα ∨¬⇔→ 消去连接词 →；

（2）用双重否定律消去双重否定符，用德摩根律内移

否定符；

（3）使用∨对∧的分配律求合取范式。

例5  求命题公式 )( rqp ∧↔ 的合取范式。

解： )( rqp ∧↔

)()()( rqprpqp ¬∨¬∨∧∨¬∧∨¬⇔ ，

所 以 命 题 公 式 )( rqp ∧↔ 的 合 取 范 式 为

)()()( rqprpqp ¬∨¬∨∧∨¬∧∨¬ 。
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