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复变函数和数学分析都属于分析学的范畴，复变函数是数学
分析在复数域上的推广。二者既有联系又有区别，大学数学专业
的学生已经在第一和第二学年完成了数学分析的学习，这为后续
课程复变函数的学习奠定了一定的基础.

复变函数是自变量为复数的函数，这门课程主要研究对象是
解析函数.数学分析课程研究的对象是实变函数，即定义在实数
集上的函数.在复变函数的教学过程中，如果及时结合数学分析
中的相似知识点加以比较分析，会提高学生对复变函数的学习兴
趣并且掌握得更深刻.本文从以下几个方面对复变函数和数学分析
课程对比以取得更好的教学效果.

1　函数的几何基础
复变函数的基础几何概念是平面点集和区域，而数学分析中

的基础几何概念是数轴上的数集和区间.

定义1.1[1]平面上以z
0
为心，以 r (任意正数)为半径的圆

（ r<- 0zz 所确定的点的集合），称为 z
0
的邻域，记为

( )r,0zU ；称由 r<-< 00 zz 所确定的点的集合为z
0
的去

心邻域，记为 ( )r,0zU
o

.

定义1.2 [1]如果平面点集D满足以下两个条件，则称它是一
个区域.

(1)D 是一个开集；
(2)D是连通的，就是说中D任何两点都可以用完全属于D中

的折线连接起来.

定义 1 . 3 [ 1 ] 设 E 为点集，若 EzÎ" 都有

( )+Î£ RMMz ，即E 全含于某一圆内，则称E 为有界集，

否则称E为无界集.

复变函数中研究对象定义域是点集或者区域，它们包含在复

平面内，而其涉及到的距离是复数差的模，而数学分析中两个点

之间的距离则是两数差的绝对值.

2　函数的概念及微分

定义2.1[1]设 G 为一复数集，若对每一复数z，有唯一确定

的复数w与之对应，则称在G上确定了一个单值函数，如对G内每

一复数z，有不止一个w与之对应，则称在G上确定了一个多值函

数.G称为定义域，w值的全体所成集合M称为值域.

复变函数的自变量和函数值都属于复数域.复变函数可以是单
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值也可以是多值函数.如
2,, zwzwzw === 都是单值函

数，而 n zw = 及 ( )0¹= zArgzw 都是多值函数.

定义2.2[2]设 A是非空数集.若存在对应关系f，对A中任意

数x，由对应关系，存在唯一 RyÎ 与之对应，则称f是定义在

A上的函数，x称为自变量，对应的y为x的函数值称为因变量.数
集A 称为函数的定义域，函数值的集合称为函数的值域.

由这个定义可以看出，数学分析中的一元实变函数都是单值
的函数.因此复变函数和一元实变函数是既有相似又有区别.复变

函数 ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += 的连续性和极限，可以转化为

实部和虚部的连续性和极限问题，对 ( )yxu , 和 ( )yxv , 之间的

关系没有要求.另外，实变函数关于函数极限及连续的性质可以推
广到复变函数中.“复变化实变”是研究复变函数的重要思想方法.

数学分析中，为了研究函数的各种性态及函数值的计算，
要借助函数的导数或微分作为重要工具.复变函数则以解析函数为
主要研究对象.复变函数在一点的导数和微分的概念形式上和数学
分析中一元函数相关概念是一致的.因此微分学中所有求导公式可
以不加更改应用于复变函数.

定义2.3[1]设函数 ( )zfw = 定义于区域 CD Í ，若z按

照任意路径趋向于z
0
时，极限

都存在且有限，则称f(z)在z
0
处可导，极限值为函数在z=z

0

处的导数.

这个概念中，导数的存在与 0zz ® 的路径无关，这比数学

分析中函数在一点可导的条件要强很多.

例2.1讨论复变函数 ( ) yixzf -= 2 的可微性.

解 ：

这个极限与斜率k 有关，故该函数在任意点处都不可微.
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此例中尽管函数的实部和虚部都是可微的，但此函数并不是
可微的.

定义2.4[1]如果函数w=f(z)在区域D内可微，则称之为区域
D内的解析函数.

当讨论函数 ( ) ( ) ( )yxivyxuzf ,, += 的可导性和解析性

时，即使 ( )yxu , 和 ( )yxv , 都可导，而 ( )zf 也未必是可导或

解析的，二者还需要满足柯西黎曼条件.

复变初等函数是一元实变初等函数在复数范围内的自然推广,

它既保持了实变初等函数的某些基本性质,又有一些与实变初等函

数不同的特性.如:指数函数具有周期性、负数无对数的结论不再

成立、三角正弦与余弦不再具有有界性、双曲正弦与双曲余弦都

是周期函数.
3　函数的积分

将一元实变函数积分表达式 中

的函数 ( )xf 推广为复变函数 ( )zf ，积分区间[a,b]换成有向

曲线C，类似地可得到复变函数沿有向曲线的积分.复变函数沿曲
线C的积分性质和数学分析中曲线积分类似.

定义3.1[1]设 C 是复平面上以A 为起点，B为终点光滑有向
曲线，类似数学分析中曲线积分的定义，依次通过“大化小，常

代变，近似和，求极限”等步骤定义复变函数 ( )zf 在曲线C上

的积分 ( )dzzf
cò ,记作，即 .C闭合

时记作 ( )dzzf
cò .

4　函数项级数

复函数项级数是表示和研究解析函数的有力工具，复数项级

数和复函数项级数的概念和性质都是实数范围内相应概念、性质

的推广.二者既有联系又有区别，需要对比教学.复函数项级数的

收敛、发散、绝对收敛以及条件收敛的定义和实变函数项级数是

一致的，也有判定复函数项级数的柯西收敛准则和幂级数的概念.

由复函数项级数收敛的定义，可将复函数项级数的收敛可以转化

为两个实函数项级数都收敛.

定理4.1å
¥

=1n
na （其中 nnn ib+=aa ）收敛的充要条件

是å
¥

=1n
na 和å

¥

=1n
nb 都收敛.

解析函数的本质特征是在解析区域内任一点处可展成泰勒级
数，这和数学分析中的一元实函数是有区别的.

定理4.2(泰勒展开定理)设 ( )zf 在区域D内解析，z
0
是 D

内一点，在 Rzz <- 0 中， ( )zf 可唯一地表示为

( ) ( )
n

n
n zzCzf å

¥

=

-=
0

0 ，其中
( )( )0!

1
zf

n
c n
n = ，即

( )
( )( )( )n

n

n

zz
n
zf

zf 0
0

0

!
-=å

¥

=
称为 ( )zf 在z

0
的Taylor级数.

由这个定理可以看出解析函数的泰勒定理形式上和数学分析

中一元实变函数的泰勒定理一致，但两定理中的条件是不同的.而

两者计算泰勒展式的方法是类似的，都采用直接或间接展开法.

复变函数中的洛朗级数是研究圆环域内解析函数性质的重要

工具，而一元实变函数里没有相同内容.洛朗级数也称双边幂级

数，级数中既有正幂项又有负幂项.当其负幂项系数等于零时，洛

朗级数就是泰勒级数，泰勒级数是它的特殊情况.

定理4.3(洛朗定理)设 +¥£<£ 120 RR ，函数在圆环

域内解析，则函数 ( )zf 在此圆环域 102 RzzR <-< 内必能

唯一地展为双边幂级数，即洛朗展式

( ) ( ) ( )1020 RZZRzzczf
n

n
n <-<-= å

¥

-¥=
，

其中
( )

( )
( )L,2,1,0,

2
1

1
0

±±=
-

= ò + ndz
zz

zf
i

c
c

nn π 为洛

朗系数，c是z
0
以为中心，半径为 ( )12 RRRR << 的正向圆周.

4　小结

本文只简单的列举了几处复变函数和数学分析中的异同点.在

教和学的过程中，通过比较、分析，既复习巩固、强化了数学分

析中的内容，又加深了对复变函数的理解，既能提高学生的学习

兴趣，又能增强教学效果.
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