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1　研究背景

关 于 考 研 中 一 种 常 见 中 值 定 理 题 型 ， 即

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxfxf ¢¢ 或与、与 类型的组合的不等式证

明，这类题型往往很多同学无从下手，归根结底这类题型的本质

是寻找辅助函数或者是原函数，然后通过罗尔定理等进一步推算

便可得证，对此该文总结了五大类常见类型的辅助函数或原函数。

1.1相关定义与定理

定理1.(罗尔定理0)如果函数 ( )xf 满足在闭区间[a,b]上连

续，在开区间(a, b)可导，在区间端点处的函数值相等，即f

( a ) = f ( b ) , 那么在( a , b ) 至少有一点

( ) ( ) 。使得 0, =¢<< xxx fba

定理2. (积分中值定理0) 如果函数 ( )xf 满足在积分区间

[ a , b ] 上连续，那么在[ a , b ] 上至少存在一个点x ，使得

( ) ( ) ( ) ( )。bafabdxxf
b

a
<<*-=ò xx ,

定理 3 . ( 积分因子法0 ) 用积分因子法解线性微分方程

( ) ( )xQyxp
dx
dy

+= , 将 原 方 程 改 写 为

( ) ( )( ) 0=-+ dydxxQyxp 令

( ) ( ) 1, -=+= NxQyxPM 设 ( )
N

X
N

Y
M

x ¶
¶-

¶
¶

=y 得

( ) ( )xpx -=y 。故得 ( ) ( )xQyxp
dx
dy

+= 线性微分方程只
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与 x 有关的积分因子 ( ) ( )dxxpex ò -=m . 于是以 m 乘式子

( ) ( )xQyxp
dx
dy

+= 两 端 得 ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=+- ò-ò-ò- dxexQdyeydxexp dxxpdxxpdxxp 经移

项 变 形 整 理 可 得 ：

( ) ( ) ( ) ( ) dyeydedxexQ dxxpdxxpdxxp ò -ò -ò - +=

2　关于考研中六种常见类型的几个辅助函数或原函数的推

导及证明

引例：设 ( )xf 在[a,b]上连续，在(a,b)内可导，且f(a)

=f(b),求证： ( ) ( ) ( ) 。使 02,, =+¢Î$ xxx ffba 。①

证明：令 ( ) ( ) ( )xfexF x *= 2

∵ ( ) ( ) 0== bFaF

∴ ( ) ( ) 0,, =¢Î$ xx Fba 使一点至少

即 ( ) ( ) 02 =+¢ xx ff , ∴等式得证

2 . 1 类型一：证明含有 ( ) ( ) 0=+¢ xx ff ，辅助函数：

( ) ( ) ( );xfexF x *= ；

证 明 ： 利 用 积 分 因 子 法 找 到 辅 助 函 数 ：

( ) ( )( ) 01 =
¢

*ò xfe dx
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( ) ( )( ) 0=¢*® xfex  ∴得辅助 ( ) ( ) ( )xfexF x *=

原理：∵ ( ) ( ) ( )( ) ,0>+¢*=¢ xx exfxfexF 且 要证$

一 点 ( ) ( ) ( ) 0,, =+¢Î xxx ffba 使 ， 当 我 们 证 明 到

( ) ( ) ，，使一点 0, =¢Î$ xx Fba 即可说明 ( ) ( ) 0=+¢ xx ff ,

于是对于这类型我们可把辅助函数设为 ( ) ( ) ( )xfexF x *=

推 广 ： 若

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xfexfkxf kx *=®¹=*+¢ xF  0k  0

同理可证：利用积分因子法得：

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) 00) =
¢

*®=¢*ò xfexfe kxkdx

∴得辅助 ( ) ( ) ( )xfexF kx *=

例:设 ( )xf 在[a,b]上连续，在(a,b)内可导，且f(a)=f

( b )= 0 ,证明： ( )ba,Î$x ，使 ( ) ( ) 0 2 =-¢ xx ff 。②

证明：令 ( ) ( ) ( )xfexF x *= 2-

∵ ( ) ( ) 0== bFaF

∴至少 一点， ( )ba,Îx 使 ( ) 0` =xF

即 ( ) ( ) 02 =-¢ xx ff ∴不等式即证

2 . 2 类型二： ( ) ( ) 0=*+¢* xxx fnf ，辅助函数

( ) ( ) ( )xfxxF n *= ；

证明：令 ( ) ( ) 0=*+¢* xfnxfx , 对等式进行移项后

变形得： ( ) ( ) 0=*÷
ø
ö

ç
è
æ+¢ xf
x
n

xf

同理利用积分因子法得： ( )) 0=¢*÷
÷
ø

ö
ç
ç
è

æ
÷÷
ø

ö
çç
è

æ ò xfe
dx

x
n

( )( ) ( ) ( ) ( )xfxxxfx nn *=\®=
¢

*® F   0 ( 注：

x=0无意义)

推 广 到 ( )xf 前 面 系 数 为 n- 时 ， 即 ：

( ) ( ) 0=*-¢* xxx fnf 利用同样的方法，我们可得到式的

辅助函数 ( ) ( ) ( )xfxxF n *= -

2.3类型三： ( ) ( ) ( ) ( ) 0=¢+¢ xxxx gfgf ……⑴，原函

数 ( ) ( ) ( )xgxfxF *= ….. ⑵；

通过更改函数 ( )xf 和 ( )xg 以及相应的变形我们可以得到

如下10 种情形，也是考研中常考的10 种函数类型：

①当 ( ) ( ) ( )xfxxxf == g  ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) 0=¢*+¢ xfxxf

通过⑵式子得原函数 ( ) ( )xfxxF *=

②当 ( ) ( ) ( )xfxxxf ¢== g  ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) 0=¢¢*+ xfxxf

通过⑵式子得原函数 ( ) ( )xfxxF ¢*=

③当 ( ) ( ) ( )dttfxgxxf
x

aò== ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) 0=*+ò xfxdttf
x

a

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ÷
ø
öç

è
æ*= ò

x

a
dttfxxF

④当 ( ) ( ) ( ) ( )xfxgxfxf ¢== ,
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代入⑴种 ( ) ( ) ( ) 02 =¢¢*+¢ xfxfxf

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )xfxfxF ¢*=

除此之外我们还可以进一步得到 ( )xf 的原函数

( ) ( )2
2
1

xfxG =

⑤当 ( ) ( ) ( ) ( )dttfxgxfxf
x

aò== ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) ( ) ( ) 0=*+÷
ø
öç

è
æ*¢ ò xfxfdttfxf

x

a

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )dttfxfxF
x

aò*=

除此之外我们还可以进一步得到 ( )xf 的原函数

( ) ( ) ÷÷
ø

ö
çç
è

æ
÷
ø
öç

è
æ*= ò

2

2
1 x

a
dttfxG

⑥当 ( ) ( ) ( ) ( )dttfxgxfxf
x

aò== ,

代 入 ⑴ 种 得 到

( ) ( ) ( ) ( ) 0=*+÷
ø
öç

è
æ*¢ ò xgxfdttgxf

x

a
…⑶

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )dttgxfxF
x

aò*=

另 外 对 ⑶ 进 行 变 形

( ) ( ) ( ) ( )xgxfdttgxf
x

a
*+÷

ø
öç

è
æ*¢ ò

或者是

( )
( )

( )
( )ò

=
¢

a

x
dttg

xg
xf
xf

此 两 类 变 形 并 不 改 变 原 函 数 ( )xF ，

( ) ( ) ( ) )( dttgxfxF
x

aò*=

⑦当 ( ) ( ) ( ) ( )dttgxgdttfxf
x

b

x

a òò == ,

代 入 ⑴ 种 得 到

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0=*++* òò dttfxgxgdttgxf
x

a

x

b
…⑷

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )dttgdttfxF
x

b

x

a òò *=

另外对⑷进行如下四种变形：

( ) ( ) ( ) ( ) ÷
ø
öç

è
æ*=÷

ø
öç

è
æ* òò

a

x

x

b
dttfxgdttgxf

( )
( )

( )
( )ò

ò= x

b

a

x

dttg

dttf

xg
xf

( )
( )

( )
( )òò

= x

b

a

x
dttg

xg

dttf

xf

( )
( )

( )
( )xg

dttg

xf

dttf
x

b

a

x òò =

此 四 变 形 并 不 改 变 原 函 数 ( )xF ，

( ) ( ) ( ) ÷
ø
öç

è
æ*÷

ø
öç

è
æ= òò

x

b

x

a
dttgdttfxF

⑧当 ( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxf ¢== ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) ( )( ) ( ) 0=*¢¢+¢*¢ xfxgxgxf

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )xgxfxF ¢*=

⑨当 ( ) ( ) ( ) ( )xgxgxfxf =¢= ,

代入⑴种得到 ( ) ( ) ( ) ( ) 0=¢*¢+*¢¢ xfxgxgxf

通过⑵式子得原函数 ( ) ( ) ( )xgxfxF *¢=

⑩当表达式为 ( ) ( )) ( ) ( )( ) 0=¢*-*¢ xgxfxgxf

我们可以联想到 ( ) ( )
( )xg
xf

xF = 的导函数便包含上述表达
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式，因此我们对于这类可借助辅助函数 ( ) ( )
( )xg
xf

xF =

例：设 ( )xf 在区间[ 0 , 1 ] 上可微，且满足条件

( ) ( )dxxxff ò=
2/1

0
21 . 试 证 $ ( )10，Îx ， 使

( ) ( ) 0=+¢ xxx ff 。③

证明：令 ( ) ( )xfxxF *=

( ) ( )hhfdxxxf =ò
2/1

0
2 (积分中值定理)

∵ ( ) ( )dxxxf ò=
2/1

0
f21 .

∴ ( ) ( ) ( ) ( )hhh FFff == 11 即

∴ ( ) ( ) 0,, =¢Î$ xx Fba 使一点至少

即 ( ) ( ) 0=+¢ xxx ff

∴不等式即证

2.4 类型四：乘法中缺 ( )xf 或 ( )xf ¢ 或 ( )xg 或 ( )xg¢

通过把类型四⑧、⑨的函数相减就得到到了另一种我们常见

的乘法中缺 ( )xf 或 ( )xf ¢ 或 ( )xg 或 ( )xg¢ 的函数类型即

( ) ( ) ( ) ( ) 0=¢¢*-*¢¢ xgxfxgxf …….⑺而此函数的原函

数根据类型四⑧、⑨所得的原函数F(x)我们不难得到此原函数

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxF ¢*-*¢=

此外我们根据类型四中的⑩我们又可以得到 ( )xF 的辅助函

数 ( ) ( )
( )xg
xf

xG =

另外对⑺进行如下三种变形

( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxf ¢¢*=*¢¢·

( )
( )

( )
( )xg
xf

xg
xf
=

¢¢
¢¢

·

( )
( )

( )
( )xg
xg

xf
xf ¢¢
=

¢¢
·

此 三 种 变 形 并 不 改 变 原 函 数 ( )xF ，

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxF ¢*-*¢=

例: 设 ( )xf ， ( )xg 在[ a , b ] 二阶可导 ( ) 0=¢¢ xg ，

( ) ( ) ( ) ( ) 0==== bgagbfaf ,证明在(a,b)内至少存在一

点x ，使
( )
( )

( )
( )x
x

x
x

g
f

g
f

=
¢¢
¢¢

。④

证明：令 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xgxfxgxfxF ¢*-*¢=

∵ ( ) ( ) 0== bFaF

∴ ( ) ( ) 0,, =¢Î$ xx Fba 使一点至少

即在(a,b)内至少存在一点x ，使
( )
( )

( )
( )x
x

x
x

g
f

g
f

=
¢¢
¢¢

得证。

2.5 类型五：加减法中增补有限项回归到类型一进行求解

例： ( ) ( ) 0=-¢¢ xfxf

例： ( ) ( ) 0=-¢¢ xfxf 找寻此类原函数，我们可以通过

增补的形式，然后回归到类型一进行寻求他的辅助函数。（下面只

列举这两种情况，其他情况同理）

①增补 ( )xf ¢- 来求解

原式= ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0=-¢+¢-¢¢= xfxfxfxf

而 ( ) ( )xfxf ¢-¢¢ 的 原 函 数 我 们 不 难 得 到 为

( ) ( )xfxf -¢
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于是原式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0=-¢+¢-¢= xfxfxfxf

回 到 我 们 类 型 一 中 ， 可 得 到 辅 助 函 数

( ) ( ) ( )( )xfxfexF x -¢*=

而在类型二中我们又可以进一步推出 ( ) ( )xfxf -¢ 的辅

助函数为

 ( )xfe x *- 于是在证明中值定理时， ( )xF 的辅助函数，

我们可以进一步借用为 ( ) ( )xfexG x *= - 来进行求证。

②增补 ( )xf ¢ 来求解

原式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0=+¢-¢+¢¢= xfxfxfxf

而 ( ) ( )xfxf ¢+¢¢ 的 原 函 数 我 们 不 难 得 到 为

( ) ( )xfxf +¢

于是原式 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0=+¢-¢+¢= xfxfxfxf

回 到 我 们 类 型 二 中 ， 可 得 到 辅 助 函 数

( ) ( ) ( )( )xfxfexF x +¢*=

而在类型一中我们又可以进一步推出 ( ) ( )xfxf -¢ 的辅

助函数为 ( )xfe x *- 于是在证明中值定理时， ( )xF 的辅助函

数，我们可以进一步借用为 ( ) ( )xfexG x *= 来进行求证。

例：设奇函数 ( )xf 在[ - 1 , 1 ] 上具有二阶导数，且

( ) 11 =f , 证明：( I ) 证明 ( )1,0Î$x 使得 ( ) 1=¢ xf ( I I )

( )1,1-Î$b ,使得 ( ) ( ) 1=¢-¢¢ bb ff  ⑤

(I)证明：令 ( ) ( ) xxfxF -=

( ) ( ) ( ) ( ) 0000  0111 =-==-= fFfF

∴ ( ) ( ) 0,, =¢Î$ xx Fba 使一点至少

即存在 ( )1,0Îx 使得 ( ) 1=¢ xf

( I I ) 证 明 ： 原 式 ( ) ( ) 01+=¢=¢¢= xfxf

即 ( )( ) ( )( ) 001 =-¢--¢¢ xfxf

( )( ) ( )( ) 00 =-¢-¢-¢® xfxxf

令 ( ) ( )( )xxfexF x -¢*= -

( ) ( ) ( ) ( )1001  00 FFFF === 即

∴ 存 在 ( ) ( ) 0,1,1 =¢-Î bb F使得 即 存 在

( ) ( ) ( ) 111 =¢-¢¢-Î bbb ff，使得，

3　结语

该文通过引例引出考研中最常见的一种中值定理证明题，并

针对此种题型，一共总结了考研此类中值证明题的五大常见的类

型，而每种类型关于寻找的原函数或者是辅助函数都给予了推广

以及说明，并用罗尔定理等相关定理进行了相应的证明，且通过

例题加深同学们的理解，为同学们在解此种类型题目提供一种重

要的解题思路。

注释：

①汤家凤.考研数学接力题典1800[M]北京：中国原子能出版

社，2019.20.

②汤家凤.考研数学接力题典1800[M]北京：中国原子能出版

社，2019.113.

③1996年数学三全国硕士研究生招生考试试题.

④1995年数学一全国硕士研究生招生考试试题.

⑤2013年数学一、二全国硕士研究生招生考试试题.
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