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1  问题提出：

普通高中课程标准实验教科书人民教育出版社数学必修五A
版，3.4《基本不等式》第113 页习题3.4B 组第 2 题

如图，树顶A 离地面a m，树上另一点B 离地面b m，在离

地面 c  m 的 C 处看此树，离此树多远时视角最大？

1.1 教学参考书给出的解答：

解法一：过点 C 作 ABCD ^ ，交 AB 延长线于点 D.设

a=ÐBCD ，

b=ÐACB ， xCD = .

在△ B C D 中，
x
cb -

=atan ，

在△ A C D 中， ( )
x
ca-

=+batan ，

则 ( )[ ]abb -+= atantan

当 且 仅 当 ，

( )( ) ( )( ) btan, 时既 cbcax
x

cbca
x --=

--
= 取得最

大，从而视角也最大.
1.2方法拓展
解法二：（余弦定理）

过点 C 作 ABCD ^ ，交 A B 延长线于点 D . 设

a=ÐBCD ， xCD = .

ncbBDmcaAD --==-= , ，则 nmbaAB -=-= .

在 Rt △ BC D 中， 22 nxCB += ，在 Rt △ AC D 中，
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推广到动点在一个圆上看一条线段视角最大的问题。
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22 mxCA += ，在△ACD 中，由余弦定理得

而

当且仅当 2

22
2

x
nm

x = 时，即 ( )( )cbcamnx --==

时 a2cos 取得最小，从而视角也最大.

解法三：（面积相等）

过点 C 作 ABCD ^ ，交 A B 延长线于点. 设

a=ÐBCD ， xCD = .

ncbBDmcaAD --==-= , ，

则 nmbaAB -=-= .

在 Rt △中 BCD， 22 nxCB += ，

在 Rt △中 ACD， 22 mxCA += ，

则 asin
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从而
( )

.sin
2222 mxnx

xnm

+×+

-
=a

所以

当且仅当 2

22
2

x
nm

x = ，即 ( )( )cbcamnx --==

时 a2sin 取得最大，从而视角也最大.

解法四：如图建立平面直角坐标系，设 C ( x , c），

则 ( )aA ,0 ， ( )bB ,0 .

( ) ( )cbxCBcaxCA --=--= ,,, .

( )( )
( ) ( )2222

2

cos
cbxcax

cbcax
CBCA
CBCA

BCA
-+-+

--+
=

×
×

=Ð

设 ,, ncbmca =-=-

以下解法同解法二.
解法五：（平面几何）

如图，分别作 AB、BC 的垂直平分线 DF、EF，

交于F，则圆F 是△ABC 的外接圆，延长DF 交

圆 F 于 G，连结 AF、AG、FC，过 C 作 ABCH ^

于 H，则 AFDAGBACB Ð=Ð=Ð .

由于
FC

ba

AF
AD

AFD 2sin

-

==Ð ，要 AFDÐ 最大，

即要FC最小.

F、C 分别在直线DF、CH 上，而DFpCH，

当FC=HD 时最小，即 c
ba

FC -
+

=
2

(圆 F 恰好与CH 相

切)，此时 ( )( )cbcaADFCDF --=-= 22 .

所以离此树 ( )( )cbca -- 时视角最大.

2  问题拓展：

2.1如图一，在直线 l 上一点C看线段AB，C点在什么位置

视角最大？
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作△ A B C 的外接圆 O ，连结 O A 、O B （图二），则

ACBAOB Ð=Ð 2 ，要 ACBÐ 最大，即要 AOBÐ 最

大.由于 AB 的长为定值，所以即要圆O的半径最小，如图三作

过A、B 两点且与直线 l 相切的圆，此时从切点C 看线段AB 视

角最大.

证明，在 l 上任取一点 D，连结 DA、D B，设 D A

交圆 O 于 E ，如图四，则

ADBADBEBDAEBACB Ð>Ð+Ð=Ð=Ð ，

故 ACBÐ 最大.

如何作出这样的圆？其实就是求作经过两个定点且与已知直
线相切的圆，切点就是所求的点.这是阿波罗尼斯问题的一个特
例，即“点点线”. 下面给出一种作图方法：

延长AB 交直线 l 于D，以AD 为直径作半圆，过B 作直线

ADBF^ 交半圆于F，连结FD、FA，则 DADBFD ×=2 .

在直线 l 上取C 点，使DF=DC，作过A、B、C 三点的圆，

由于 DADBFD ×=2 ，

所以直线 l 是圆E的切线.

2.2在圆D上一点C看线段AB，C点在什么位置视角最大？

如图，我们可以类比在直线上

的情况猜想：过ABC 的圆与圆D 相

切时切点C就是所求的点.下面给出

证明。

证明：如图，过AB 作圆 E 与

圆D相外切于点C，在圆D上任取一

1C 点，连结 1AC 、 1BC ，设

1AC 与圆E 交于点F，连结BF.

因 为 AFBÐ 是 △

FBC 1Ð 的 外 角 ， 故

BACAFB 1Ð>Ð ，

而 AFBACB Ð=Ð ，所以 BACACB 1Ð>Ð ，从而

可得 ACBÐ 最大.

当过AB作圆E与圆D相内切

于点C，在圆D上任取一点C1，同

理可证 BACACB 1Ð<Ð .此

时 ACBÐ 最小.

故提出问题：过两定点

A、B能否做出与已知圆相切的

圆？这样的圆有几个？这也是
阿波罗尼斯问题的一个特例，
即“点点圆”. 下面给出一种

作图方法：

如图，已知定点 A 、B ，和定圆 C，求作过 A 、B 且与圆

C相切的圆.

作法：

（1）过 A、B 任意作圆 D 与圆 C 相交于 E、F 两点，作直

线EF 交直线AB 于 G，可以证明 G 点是确定的点（与圆 D 位置

无关）.

（2）下面我们只需作过G点且与圆C相切的两条切线.连结

CG，以CG 为直径作圆H 交圆C 于 1C 、 2C 两点，则 1CG 、 2CG

就是过G点且与圆C相切的两条切线.

（3）分别过ABC1 和 ABC2 作圆M、N，此时圆M与圆C 外切，

圆N与圆C内切.

综上所述：在直线 l 上一点C 看线段AB，C 点在什么位置

视角最大的问题，就是求作经过两个定点且与已知直线相切的
圆，切点就是所求的点.

在一个圆上一点看线段，点在什么位置视角最大的问题，
就是求作经过这两个点且与圆相切，切点就是所求的点.
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