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一类内部控制的非均质Timoshenko梁系统最优性分
析 
钱嘉祺 

（杭州电子科技大学 数学系 浙江 杭州 310018） 

摘 要：本文考察了一类具有有界变差函数内部控制的 Timoshenko 梁系统的稳定性.首先，运用算子半群理论证明了该系统能量是衰减的，

然后利用滚动时域法，将无限时域的最优性问题转化为有限时域的最优性问题，运用乘子法，得到系统最优轨线是指数衰减的.最后拓展到

无限时域，得到了系统的次优性条件，证明了最优轨线的指数衰减性。 
关键词：有界变差函数；Timoshenko 梁；滚动时域法；最优性分析；指数衰减. 
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Abstract: In this paper, the stability of a class of Timoshenko beam system with internal control of bounded variation function is investigated First, the 

operator semigroup theory is used to prove that the energy of the system is attenuated. Then, the rolling time domain method is used to transform the 

optimality problem in the infinite time domain into the optimality problem in the finite time domain. Using the multiplier method, the optimal trajectory of 

the system is exponentially attenuated Finally, the suboptimality condition of the system is obtained and the exponential decay of the optimal trajectory is 

proved 
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1、引言 

本文主要考察如下具有有界变差函数最优控制的Timoshenko
梁系统 
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其中函数 ( ) ( )txtxu ,,, φ 分别表示Timoshenko 梁系统的横向位移

与全转角， p,q是两个不相等的常数. 21, ff 是有界变差函数.本文假

设梁的长度为π ，且边界均为简支． 

定义系统（1.1）在 t时刻的能量为 
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引入函数空间 )(1 Ω= HH ，其中 )(1 ΩH 是一阶Sobolev空间. 

定义： )()( 22 Ω×Ω=×= LLWHHV ， ，以及相应的内积： 

∫ +−−=
π

φφφφφφ
0 3233223322 ])()()))(()(([),(),,( dxquupuu xxxxV

 

( ) ,)(),(,,
0 32323322 ∫ +=
π

ψψννψνψν dx
W

 

定义 WVH ×= ， 
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其中 WVH ,, 都是Sobolev 空间. 

定理 1.1： BV 空间在 2L 空间中稠密[1]. 

证明：若不稠密，则 2
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由 BV 空间定义知， nx~ 有界， n
~ Mxn < ，其中 nM 是一个与 n有

关的数. 
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这与{ } 2
1 Lx nn ∈∞
= 矛盾.因此, BV 空间在 2L 空间中稠密. 

定理 1.2： ttu φ, 在BV 函数空间中. 

本文中仅给出 tu 的证明， tφ 的证明类似。 

由 
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不妨设 M≤tu ，对于任意给定的已知 n和任意分划 

),,,(),,,(,),,(),,(),,( 11221100 nnnn yxyxyxyxyx −−  

有 

,2|)()(|sup
1

1∑
=

− ≤−
n

i
itit nMxuxu  

因此 tu 是一个有界变差函数. 

又由于 BV 空间Sobolev嵌入 2L 空间，因此可以令

),,,(),,,( 2211 tyxkftyxukf tt φ−=−= 21,kk 为任意正常数. 

在函数空间 H上定义如下线性算子 A， 
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定理 1.3 在函数空间 H中，线性算子 A是耗散且 HAD =)( ，即

生成一个 0C 压缩半群 tAe . 

证明：由线性算子 A的定义，显然 HAD =)( . 
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因此算子 A是耗散的. 

由 PhillipsLumer − 定理，在函数空间H中，线性算子 A生成压缩
−0C 半群 tAe . 

定理 1.4 [2]假设给定 ,0 HX ∈ 系统（1.1）的能量依范数收敛到 0，

即： 

)0()( EMetE tα−≤ ,其中 α,M 是和 )0(E 无关的数，当且仅当满足以

下两个条件： 
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引理 1.1 在度量空间中，紧与自列紧等价. 

引理 1.2 紧算子的非零谱点是离散的. 

下面证明系统满足这两个条件. 

证明：（1）当 0Im ≠λ 时，由引理 1.1,1.2 可以得到 
{ } )(0Im|)( AA pσλσλ ⊂≠∈ ， 

即 A中的谱集全为点谱. 

若证得 )(Ai pσω ∉ ，就意味着 )(AiR ρ∈ . 

下面使用反证法，假设 )(Ai pσω∈ ，即存在某个非零元素
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因此有 )0,0(),( 00 =ψν ，从而有 )0,0,0,0(),,,( 0000 =ψνφu ，与非零

元素矛盾. 

（2）取系统（1.1）中的 21, ff 都为 0[3]. 

反证，若 { } .|)(sup 1 +∞=∈− − RAi λλ 那么就肯定有一列 nλ ，满足 
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对于内积 >< ),(),,( 21 nnnn ff ψν ，显然趋近于 0，从而 
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将两式相加并取实部，得到 
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由已知 1),,,( =nnnnu ψνφ ，因此 
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下面导出矛盾： 

将式子（1.2）化简，得到 
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（1.3） 

将（1.3）的第一个式子两边乘上 xnuxh ))(( ，其中 )(xh 是一个关

于 x的待定函数， 
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将（1.3）的第二个式子两边乘上 xnxh ))(( φ ，同理可得， 
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将（1.4）和（1.5）相加，得 
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得到 )0,0,0,0())(,,)(,( →xnnxnn uu φφ ，显然与 
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矛盾.证毕. 

考虑系统（1.1）具有以下的性能指标 
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这里， β 是一个正常数. 

本文使用滚动时域方法[4]，首先研究在有限时域内的最优性问

题.通过使用乘子法，对有限时域下的解做先验估计，接着借助能观

性条件和Bellman最优性原理等，得到了系统的次优性条件，证明

了有限时域内的最优轨线是指数衰减的，最后将有限时域拓展到无

限时域中，证得无限时域中的次最优轨线是指数衰减的. 

2、最优性的计算[5] 

首先，我们考虑在有限时域内，对于给定任意初值 HX ∈0 的最

优控制问题 
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其中 21, ff 是有界变差函数. 

系统（2.1）可以写成以下形式 
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定理 2.2  设 fT ,0> 是有界变差函数，那么系统（2.1）存在唯

一的的弱解 ),( φu=Φ ，且满足 
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其中 ∗V 是V 的对偶空间，c 是和 f,, 10 ΦΦ 无关的数. 
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移项得 
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由Gronwall不等式，得 
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1c 是和 2110 ,,, ffΦΦ 无关的数. 

也即 

[ ] [ ] [ ] ,(
),0(102),,0(),,0( 00 ）

TBVWVWTCtVTC
fc +Φ+Φ≤Φ+Φ （2.4） 

2c 是和 2110 ,,, ffΦΦ 无关的数. 
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因此，由（2.4）式得： 
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于是有 
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c 是和 f,, 10 ΦΦ 无关的数，定理 2.2 证毕. 

定理 2.3  对于 HXT ∈>∀ 0,0 ，最优控制问题（2.1）的解存

在且必定唯一. 

证明：可以使用经典变分原理来证明，注意到目标函数
))(,( 0 tfXJT 的定义，容易证得唯一性，最优控制为 ),( ∗∗ fX ，详细

证明见[6]. 

3、能观性与能量指数衰减等价 
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证明：为了方便证明，将字母上的弯全部省去。 
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(3.5)中同理，整理得到 

∫ ∫ ∫∫
∫ ∫ ∫∫

=−+−+

−−−
T T

xxxxx

T T

xxxtt
T

xt

dxdtxuupdxdtuup

dttuttupdxdtxuudxxuu

0 0 00

0 0 00 0

0)()(

),()),(),((|
ππ

ππ

φφ

ππφππ
  （3.6） 

∫ ∫ ∫ ∫∫ ∫∫ =−−−−
T T

xx

T

xxxxtt
T

xt dxdtxupdxdtxqdxdtxdxx
0 0 0 00 00 0 0)(|

π πππ
φφφφφφφφ

（3.7） 

注意到 

,
2
1),(

2

)(|

0 0

2

0

2

0 00 0
2

0 0

∫ ∫∫

∫ ∫∫∫ ∫
−=

+−=

T

t

T

t

T

txtt

T

t

T

xtt

dxdtudttu

dxdtuxuudtxudxdtxuu

π

πππ

ππ  

,
2
1),(

2

)(|

0 0

2

0

2

0 00 0
2

0 0

∫ ∫∫

∫ ∫∫∫ ∫
−=

+−=

T

t

T

t

T

txtt

T

t

T

xtt

dxdtdtt

dxdtxdtxdxdtx

π

πππ

φπφπ

φφφφφφ
 

∫ ∫∫∫ ∫ −=
T

x

T

x

T

xxx dxdtqdttqdxdtxq
0 0

2

0

2

0 0
,

2
),(

2
ππ
φπφπφφ  

代入（3.6），（3.7），并将两式相加，得 

,0)()(
2

),(
2

)()(),()),(),((

)(
2
1)),(),((

2
|)(

0 00 0

2

0

2

0 00 0

2

0

0 0 0

2222

0 0

=−−++−

−+−+−−

+++−+

∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫ ∫∫

T

xxx

T

x

T

x

T

x

T

x

T
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T T

tttt
T

xtxt

dxdtuxupdxdtqdttq

dxdtupdxdtupdttuttup

dxdtudtttudxxuxu

ππ

ππ

ππ

φφφπφ
π

φφφππφππ

φπφπ
π

φφ

 

注意到最后一项可以由分部积分得 

∫ ∫∫∫ ∫ −−−=−−
T

x

T

x

T

xxx dxdtupdtttupdxdtuxup
0 0

2

0

2

0 0
,)(

2
)),(),((

2
)()(

ππ
φπφππφφ  

因此得到 

,)),(),((),()(2

),()),(),((2|)(2)),(),((

)()(

0

2

0

2

0 0

00 00

22

0 0

22

0 0

2

0 0

2

∫∫∫ ∫
∫∫∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

−−+−−

−++−+=

+++−

T

x

T

x

T

x

T

xx
T

xtxt

T

tt

T

tt

T

x

T

x

dtttupdttqdxdtup

dttuttupdxxuxudtttu

dxdtudxdtqdxdtup

πφπππφπφφ

ππφππφφπφππ

φφφ

π

π

πππ

利用 Cauchy-Schwartz 不等式，有 

,),()0(||)(2|
2

0 0∫ +≤+
π

ε φεφφ uCEdxxuxu T
xtxt  

,),()0(|)),(),((

),(),()),(),((2|

2

0

2

0

2

0

φεπφππ

πφπππφππ

ε uCEdtttup

dttqdttuttup
T

x

T

x

T

xx

+≤−−

+−

∫
∫∫

 

,),()0(|)(2|
2

0 0∫ ∫ +≤−
T

x uCEdxdtup φεφφ ε

π
 

得到 

,),(3)0(3)),(),((

)()()()0(

2

0

22

0 0

22

0 0

2

0 0

2

φεπφππ

φφφ

ε

πππ

uCEdtttu

dxdtudxdtqdxdtuptEE
T

tt

T

tt

T

x

T

x

+++≤

+++−==

∫
∫ ∫∫ ∫∫ ∫

 

其中，
3
10 << ε . 

最后，利用反证法，可以证得上式右边的低阶项 ),( φu 可以被

吸收，也就是 
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.)),(),((),(
0

222

∫ +≤
T

tt dtttuKu πφπφ  

若 

,)),(),((),(
0

222

∫ +>
T

tt dtttuKu πφπφ  

一定存在序列 { })(),( tt n
t

n ΦΦ ，满足 

1)()(
22
=Φ+Φ tt n

t
n ， 

,,0))),(()),(((
0

22 ∞→→+∫ ndtttu
T n

t
n
t πφπ  

显然，序列{ })(),( tt n
t

n ΦΦ 有极限， ., φφ →→ nn uu  

得到 ∞→n 时， 

，， 00 == ttu φ  

观察系统 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>====
>====

><<=+−−
><<=+−

0,)0,(,)0,(,)0,(,)0,(
0,0),(),0(),(),0(

0,0,0),(),(),(),(
0,0,0),(),(),(

1010 txxuxuuxu
ttttutu

txtxptxputxqtx
txtxptxputxu

tt

xx

xxxtt

xxxtt

φφφφ
πφφπ

πφφφ
πφ

 

取 ,0,0 == ttttu φ 那么新系统为 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>====
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><<=+−−
><<=+−

0,)0,(,)0,(,)0,(,)0,(
0,0),(),0(),(),0(

0,0,0),(),(),(
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1010 txxuxuuxu
ttttutu

txtxptxputxq
txtxptxpu

tt

xx

xxx

xxx

φφφφ
πφφπ

πφφ
πφ

 

显然，上述方程组是一个常微分方程组，容易看出必定存在唯

一解 ),0,0(),( =φu  

这和 1)()(
22
=Φ+Φ tt n

t
n 矛盾.（3.1）证毕. 

下证(3.2)[8] 

将（3.3）前两个式子两端分别同乘 φ,u ， 

.)()( 2

0 00 0
dxdtppuqupupudxdtuu xxxx

T

xxtt

T

tt φφφφφφφ
ππ

−++−=+ ∫ ∫∫ ∫ ）（  

由于 

,
0 0 0

2

00 0
dxdtudx

T
uuudxdtu

T

tt

T

tt ∫ ∫∫∫ ∫ −=
πππ

 

,
0 0 0

2

00 0
dxdtdx

T
dxdt

T

tt

T

tt ∫ ∫∫∫ ∫ −=
πππ
φφφφφ  

得到 

.
0

)()(
0

2

0 0

2

0 0

2 dx
T

uudxdtppuqupupudxdtu ttxxxx

T

xxt

T

t ∫∫ ∫∫ ∫ +=−++−++
πππ

φφφφφφφφ ）（

由Poincare不等式，有 

，dxuCdxudxu xxxx
2

0

2
0

2

0 0

2 |||||||| φφφ
ππ π

+≤+≤ ∫∫ ∫  

∫∫ +++≥+++−=
ππ

φφφφφ
0

2222

0 1
2222 )||||||||()||||||||(

2
1

，dxuqupCdxuqupE ttxxttxx

因此 

).0(
0
)|||||||(|

0
)|||||||(||

0
)(|

4

0

2222
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2222

0
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dx
T

uuCdx
T

uudx
T

uu xtxttttt

≤

+++≤+++≤+ ∫∫∫
πππ

φφφφφφ

对于 

，dxdtppuqupupu xxxx

T

xx )()( 2

0 0
φφφφφ

π
−++−∫ ∫  

由分部积分 

，)||
0

( 2

0 000 0
dxdtupdx

T
uupudxdtpu x

T

x

T

xx ∫ ∫∫∫ ∫ −=
πππ

 

，)
0

(
0 000 0

dxdtupdx
T
upudxdtp x

TT

x φφφ
πππ

∫ ∫∫∫ ∫ −=  

得到 

，

）（

)0(|
0
)2(

)2||||(|

40
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2222
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2

ECdx
T

qupupu

dxdtpupqupdxdtu
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T

xxxt

T

t
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∫
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π

ππ

φφφ

φφφφ

 

又由分部积分和 Poincare 不等式 

，∫∫ −=
ππ π
00

2

0000
dx
T
upu

T
pudx

T
upu xx ,0

00∫ =
π

dx
T
upux  

，)0(
0
)|||(|2

0
2 50 0

22 ECdx
T

updx
T
up ≤+≤∫ ∫

π π
φφ  

因此 

，）（ )0(|)2||||(| 60 0

2222

0 0

2 ECdxdtpupqupdxdtu
T

xxxt

T

t ≤+−+−+ ∫ ∫∫ ∫
ππ

φφφφ  

其中 546 CCC += . 

dxdtuECdxdtpupqup t

T

t

T

xxx ）（
2

0 0

2
60 0

222 )0()2||||( φφφφ
ππ

+≤−+−+ ∫ ∫∫ ∫  

dxdtuECdxdttE t

T

t

T
）（
2

0 0

2
60 0

2)0()( φ
ππ

+≤− ∫ ∫∫ ∫  

得到 ).0()( 70

22 ECdxdydtu
T

tt ≥+∫ ∫Ω φ (3.2)证毕. 

定理 3.1 假设给定 ,0 HX ∈ 系统（2.1）的能量依范数收敛到 0，

即： 
2

0
2

H
t

H
XMeX α−≤ ,其中 α,M 是和 0X 无关的数，与能观性等价[9]. 

证明：(1)首先证明充分性 

显而易见，系统(2.1)适定，弱解存在且唯一，表示为 ),( φu=Φ  

对于任意 0T > ，考虑以下控制系统： 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

∈====

>====
>∈−=+−−

>∈−=+−

,),0()0,(,)0,(,)0,(,)0,(
,0,0),(),0(),(),0(

,0),,0(,),(),(),(),(
,0),,0(,),(),(),(

1100 πφφφφ
πφφπ

πφφφφ
πφ

xxuxuxuxu
ttttutu

txtxptxputxqtx
txutxptxputxu

tt

xx

txxxtt

txxxtt

(3.9) 

用 ttu φ, 分别乘系统(3.9)前两式,并且在 [ ] [ ]π,0,0 ×T 上积分有： 

，∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

+−=

+−−++−
T

tt

T

txxxtt

T

txxxtt

dxdtu

dxdtppuqdxdtuppuu

0 0
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0 00 0

)|||(|

)()(
π

ππ

φ

φφφφφ
 

化简可得: 

),()0()|||(|
0 0

22 TEEdxdtu
T

tt −=+∫ ∫
π

φ (3.10) 

此外系统(3.9)的弱解可表示为 Φ+Φ=Φ ˆ~ ，其中， )~,~(~ φu=Φ 是系

统(3.3)的弱解， )ˆ,ˆ,ˆ(ˆ φbu=Φ 是以下系统弱解： 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧
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ttttutu

txtxptxuptxqtx
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(3.11) 

由能观性条件可知： 

,)|||(|[

)|ˆ||ˆ(|)|||(|[
2
1
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2
1

2
1)0(

0 0

22
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22
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22

2

0 0
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2

2
0

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫

+′≤

+++≤
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T
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T
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T

tt

T

ttH

dxdtuC

dxdtudxdtu
C

dxdtu
C

XE

π

ππ

π

φ

φφ

φ

(3.12) 

由(3.10),(3.12)式可得： 

),(1)0(1

)|||(|)0()(
0 0

22

TE
C

E
C

dxdtuETE
T

tt

′
−≤

′
−≤

+−=− ∫ ∫
π

φ
 

令
T
C
)11ln(
′

+
=α ,则有： )0()( EeTE Tα−≤ ，因此，对于 k +∀ ∈N ，有

))1(()( TkekTE T −≤ −α . 

对于任意 [0, )t∈ ∞ ， +∈∃ Νk ，使得 ])1(,[ TkkTt +∈ ，可得 

),0()11()0()11(

)0()()(

)1( Ee
C

Ee
C

EekTEtE

tTk

kT

αα

α

−+−

−

′
+≤

′
+=

≤≤
 

令
11M
C

= +
′
,则有 ( ) (0)tE t Me Eα−≤ ，即 

2 2
0 1|| ( , ) || || ( , ) ||t

t Me α−Φ Φ ≤ Φ ΦH H . 

（2）必要性 

对于 0t∀ > ，用 ttu φ, 乘系统(3.9)前两式，并在 [ ] [ ]π,0,0 ×T 上积

分有： 

),()0()|||(|
0 0

22 TEEdxdtu
T

tt −=+∫ ∫
π

φ  

又由已知，有系统指数稳定，因此对于一定可以取得充分大的

0T ′ > ，有 

∫ ∫
′

≥+
T

tt Edxdtu
0 0

22 )0(
8
1)|||(| ，

π
φ (3.13) 

用 ttu φ̂,ˆ 分别乘系统(3.11)前两式，并在 [ ] [ ]π,0,0 ×′T 上积分有： 
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，∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

′

′′

+−=

+−−++−
T
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T

txxxtt

T

txxxtt

dxdtu

dxdtpupqtdxdupupu

0 0

22

0 00 0

)|ˆ||ˆ(|

ˆ)ˆˆˆˆ(ˆ)ˆˆˆ(
π

ππ

φ

φφφφφ
 

利用 Schwarz-Cauchy 不等式和Young不等式，可以得到 

∫ ∫∫ ∫
′′

+′′≤+
T

tt

T

tt dxdtuCdxdtu
0 0

22

0 0

22 )|~||~(|)|ˆ||ˆ(|
ππ

φφ (3.14) 

由 φφφ ˆ~,ˆ~,ˆ~ +=+=+= bbbuuu ，我们有 

,)|||(|
2
1

)|~||~(|)|ˆ||ˆ(|

0 0
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∫ ∫
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′

′′

+≥

+++

T

tt

T

tt

T
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dxdtu

dxdtudxdtu

π

ππ

φ

φφ
(3.15) 

由(3.13)，(3.14)，(3.15)可得 

.)|~||~(|)1(32

])|ˆ||ˆ(|)|~||~(|[32

)|||(|16)0(2

0 0

22

0 0
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0 0

222
0

∫ ∫
∫ ∫∫ ∫

∫ ∫
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T
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T
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T

tt

T

ttH

dxdtuC

dxdtudxdtu

dxdtuEX

π

ππ

π

φ

φφ

φ

 

故能观性条件得证. 

4、次优性和最优轨线 

定理 4.1 假设能观性成立，那么对于任意的初始

HX ∈ΦΦ= ),( 100 以及 0>T ，系统(2.1）存在控制 )ˆ,ˆ(ˆ
21 fff = 是有

界变差函数，使得 

,)();ˆ)( 2
0100 HTT XTXfJXV γ≤≤ （                 （4.1） 

其中， )(1 Tγ 是一个连续不减且有上界的函数.还存在一个正常

数 )(2 Tγ ， 

,)()( 2
020 HT XTXV γ≥                      （4.2） 

其中， )(2 Tγ 仅和T 有关. 

证明：取 tt fuf φ−=−= 21 , ，由定理（3.1）得 

[ ],,0)0()( TtEMetE t ∈∀≤ −α                  （4.3） 

对（4.3）式两边在 [ ]T,0 上做积分，得到 

,)0()1()(
0

EeMdttE TT α

α
−−≤∫  

由（3.10），有 

),0()|||(|
0 0

22 Edxdtu
T

tt ≤+∫ ∫
π

φ  

由值函数定义，显然 ),;ˆ)( 00 XfJXV TT （≤  

若取 ,
4

)1
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β
α

γ α +−= − TeMT （）（  
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++==

−

∫ ∫∫∫
 

不等式（4.1）得证. 

下面为了证明（4.2），我们应用叠加原理，对于任意的控制 f ，
将系统（2.1）的弱解分解成 Φ+Φ=Φ ˆ~ ，其中Φ~是系统（3.3）的弱解，

Φ̂是系统（3.11）的弱解： 
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由能观性条件（3.2）， 
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φ

此时取 

取
)(

1)(2 TC
T

′′
=γ ，得到不等式（4.2）成立. 

定理 4.2[10]对于任意的初始 HX ∈ΦΦ= ),( 100 以及 0>δ ，当

δ>T ，有 
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ˆ
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t TTT ∈−≤∫ ∗∗∗ γ (4.5) 

证明：设
{ },
2
,1min β

α =l 由性能指标定义
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BVH
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+= ， 

显然得到 
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不等式同时在 [ ]t,0 上积分，有 
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由定理 2.2，得到 
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因此，对于 [ ]Tt ,0∈∀ ，都有 .)0,,( 0 HXtXT ∈∗  
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不等式（4.4）得证. 

对于 [ ]Tt ,0~∈∀ ，有 
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移项即证得（4.5）成立. 

定理 4.3 对于任意的初始 HX ∈ΦΦ= ),( 100 以及 0>δ ，当 δ>T ，
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,)()(,
)(

)(1)( 1
2

1
1 δα

γ
σ

δα
γ

σ
ll

TT
T
TT =
−

+=  

有下列不等式成立： 

∫ ∗∗∗ ≤
T

TTTT dtXtfXtXTXXV
δ

σδ ))0,,();0,,(()())0,,(( 0010        （4.7） 

∫∫ ∗∗∗∗ ≤
δ

δ
σ

0 00200 ))0,,();0,,(()())0,,();0,,(( dtXtfXtXTdtXtfXtX TT

T

TT （4.8） 

证明：由定理（4.2）的证明，，对于 [ ]Tt ,0∈∀ ，都有

HXtXT ∈∗ )0,,( 0 . 

因此一定存在 [ ] [ ]δδ ,0,, 21 ∈∈ tTt ，使得 

[ ] [ ]
.)0,.minarg,)0,.minarg
2

0,02

2

0,1 XtXtXtXt TtTTt
（（ ∗

∈

∗

∈
==

δδ
 

由（4.4）和（4.6）， 

.))0,,();0,,(()
)(

)(1(

)0,,(()())0,,();0,,((

)0,,(()())0,,();0,,((

)0,,(()())0,,();0,,((

)0,,(()())0,,();0,,(()0,,((

00
1

2

01
1

00

2

01100

2

01100

2

0111000
1

∫

∫∫

∫
∫

∫

∗∗

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗

∗∗∗∗

−
+≤

−
+≤

+≤

+≤

−++≤

T

TT
l

T

HT

T

TT

HT

T

TT

HT

T

TT

HT

t

TTTT

dtXtfXtX
T
T

dtXtX
T
TdtXtfXtX

XtXTdtXtfXtX

XtXTdtXtfXtX

XtXtTdtXtfXtXXXV

δ

δδ

δ

δ

δ

δα
γ

δ
γ

γ

γ

δγδ

 



Educational and teaching research, 教育教学研究 (15)2022,4
ISSN:2705-1277(Online); 2737-4130(Print)

207

即（4.7）得证. 

由（4.5）和（4.6）， 
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即（4.8）得证. 

定理 4.4  对于任意的初始 HX ∈ΦΦ= ),( 100 以及 0>δ ，存在
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