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函数的极大值和极小值统称为极值。一元函数、二

元函数以及多元函数极值问题始终是微积分研究探索的

重点问题，有关函数极值实际问题的例子也非常广泛。1

一、一元函数极值的判定及实际问题举例

1. 存在极值的充分条件：若函数 ( )f x 在 0x 处连续，

且在
0

0( , )U x δ 内也可导，又 0( ) 0f x′ = 或 0( )f x′ 不存在。

（1） 如 果 当 0 0( , )x x x∈ − δ 时， ( ) 0f x′ > ， 而 当

0 0( , )x x x∈ + δ 时 ( ) 0f x′ < ，那么 0( )f x 为 ( )f x 的一个极

大值；

（2） 如 果 当 0 0( , )x x x∈ − δ 时， ( ) 0f x′ < ， 而 当

0 0( , )x x x∈ + δ 时 ( ) 0f x′ > ，那么 0( )f x 为 ( )f x 的一个极

小值；

（3） 如 果 当
0

0( , )x U x∈ δ 时， ( )f x′ 不 变 号， 那 么

0( )f x 不是 ( )f x 的极值。

除此之外，也可通过二阶导来判定。

2. 实际问题举例

极值在环境生活中的应用：

例1：工厂在作业过程中其下水道会向周边地区排

放废水污染水资源。假设在周边某处的废水毒性与此处

到工厂的距离平方成反比，而与下水道流出的废水量成

正比。现有 A，B 两工厂相距 20km，其中 B 工厂排出的废

水量是 A 工厂的 8 倍。请求出两个工厂连线上的点C，使

该点的废水毒性最低。

解：若 A 工厂排出的废水量是 k，B 工厂排出的废水

量为 8k，

设 AC 为 x（其中 0 20x< < ），所以 20BC x= − ，

依 题 意 得 点 C 处 的 废 水 浓 度 2 2

8( )
(20 )

k kf x
x x

= +
−

（其中 k 是比例系数，且 0k > ），
3 3

3 3
3 3

16 2 (20 )( ) 2 16 (20 )
(20 )

kx k xf x kx k x
x x

− − − −′ = − + − =
−

，
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令 ( ) 0f x′ = 　　得 ( )20 0,20
3

x = ∈ 。

因为当
20(0, )
3

x∈ 时， ( ) 0f x′ < ；当
20( 20)
3

x∈ ， 时，

( ) 0f x′ > ，

故当
20
3

x = 时， ( )f x 取得最小值，

因此当 C 位于距点 A 为
20
3

km 时，使该点的废水毒性

最低。

例2： 某 新 能 源 电 车 匀 速 行 驶 时 每 小 时 耗 电 量

y（kW·h） 与 其 行 驶 速 度（km/h） 之 间 的 关 系 式 为：

31 3 8,(0 120)
128000 80

y x x x= − + < ≤ 。 若 A、B 两 地 之 间

距离是100km 。问电车以多大的速度匀速行驶，从 A 到

达 B 耗电量最少？最少耗电量多少？

解：从 A 到 B 耗电量的函数解析式为：

2
3100 100 1 3 800 15( ) ( 8)

128000 80 1280 4
xf x y x x

x x x
= = − + = + − ，

3 2

2 2 2

800 512000 ( 80)( 80 6400)( )
640 640 640

x x x x xf x
x x x

− − + +′ = − = = ，

令 ( ) 0f x′ = 　　得 80 (0,120]x = ∈ 。

因为当 (0,80)x∈ 时， ( ) 0f x′ < ；当 (80 120]x∈ ， 时，

( ) 0f x′ > ，

故 当 80x = 时， ( )f x 取 得 最 小 值

(80) 11.25( )f kW h= ⋅ ，

所以当电车速度为 80 /km h 匀速行驶时，从 A 到达 B

耗电量最少，最少耗电量为 11.25 kW h⋅ 。

二、二元函数的极值的判定及实际问题举例

1. 存 在 极 值 的 充 分 条 件： 若 函 数 ( , )z f x y= 在

0( , )U x δ 内 连 续， 且 有 连 续 的 一 阶、 二 阶 偏 导 数， 其

中 0 0 0 0( , ) 0, ( , ) 0x yf x y f x y= = ， 假 设 0 0( , )xxf x y A= ，

0 0( , )xyf x y B= ， 0 0( , )yyf x y C= ，那么 ( , )f x y 在 0 0( , )x y 处：

（1） 2 0AC B− > 时 有 极 值， 且 0A < 为 极 大 值，

0A > 为极小值；
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（2） 2 0AC B− < 时没有极值；

（3） 2 0AC B− = 时可能有极值，也可能没有极值，

需另作讨论。

2. 实际问题举例

极值问题在动物行为研究中的应用：

例3：猫头鹰为了捕获老鼠，在空中飞行时的水平推

动力为x，垂直引力y，它在飞行时消耗能量的函数关系式

为 3 3 2 2( , ) 3 3 9f x y x y x y x= − + + − 。所以当水平推动力和

垂直引力为多少时，猫头鹰捕到老鼠所消耗的能量最少？

解： 由
2

2

( , ) 3 6 9 0
( , ) 3 6 0

x

y

f x y x x
f x y y y
′ = + − =

 ′ = − + =
得 驻 点 为

(1,0),(1,2),( 3,0),( 3,2)− − 。

( , ) 6 6, ( , ) 0, ( , ) 6 6xx xy yyf x y x f x y f x y y′′ ′′ ′′= + = = − + ，

在点 (1,0) 处， 12, 0, 6A B C= = = ， 2 72 0AC B− = >

且 0A > ，

所以在 (1,0) 处有极小值 (1,0) 5f = − 。

在 点 (1,2) 处 ， 12, 0, 6A B C= = = − ，
2 72 0AC B− = − < ，所以在 (1,2) 处没有极值。

在 点 ( 3,0)− 处 ， 12, 0, 6A B C= − = = ，
2 72 0AC B− = − < ，所以在 ( 3,0)− 处没有极值。

在 点 ( 3,2)− 处 ， 12, 0, 6A B C= − = = − ，
2 72 0AC B− = > 且 0A < ，

所以在 ( 3,2)− 处有极大值 ( 3,2) 31f − = 。

所以，当水平推动力为 1，垂直引力为 0 时，猫头鹰

捕到老鼠所消耗的能量最少。

三、条件极值问题

假如一个函数只有定义域的限制，那么这种极值问

题是无条件极值问题。然而，在现实生活的实际问题中，

自变量往往带有其他约束条件，像这样的极值问题我们

称条件极值问题。

1. 拉格朗日乘数法

对于条件极值问题较常用的方法是拉格朗日乘数法：

（1） 作 拉 格 朗 日 函 数 ( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y x yλ = + λφ ，

目标函数是 ( , )f x y ，约束条件为 ( , ) 0x yφ = ，其中 λ 是

拉格朗日乘数。

（2）由方程组

( , , ) ( , ) ( , ) 0
( , , ) ( , ) ( , ) 0
( , , ) ( , ) 0

x x x

y y y

L x y f x y x y
L x y f x y x y
L x y x yλ

′ ′ ′λ = + λφ =
 ′ ′ ′λ = + λφ =
 ′ λ = φ =

解

得函数 ( , , )L x y λ 的驻点 0 0 0( , , )x y λ ，则 0 0( , )x y 就是函数

( , )f x y 在约束条件 ( , ) 0x yφ = 下的驻点。

（3）判定 0 0( , )x y 是不是极值点。

因此，求解条件极值问题即为求一个关于拉格朗日

函数的无条件极值问题，并且拉格朗日乘数也可增加至

自变量大于两个或约束条件不止一个的情况。

2. 实际问题举例

商品生产或销售过程中，价格的上涨会增加商家的

收入，但也可能导致购买者购买力度的下降，使得产品

的生产数量减少。在生产过程中，单个商品的成本会因

为产量的提高而大大减少，所以生产成本与对外销售价

格会互相制约。同时在实际问题中，商品的生产和销售

往往会受到一些条件限制，商家需设计出合理的商品售

卖价格使得成本最低且得到最大收益的方案。

例4：某小区车位总价格 R （万元）与两种绑定赠

送服务费用 ,x y （万元）之间的函数关系式为
200 100( , )

5 10
x yR x y

x y
= +

+ +
200 100( , )

5 10
x yR x y

x y
= +

+ + 。其中售价的五分之一为开发商的利润，

但要从中扣除服务费用。若服务费用总预算为 25 万元，

请问如何分配这两种服务费用使得开发商获利最大化？

解：设利润为 Z，有

1 40 20
5 5 10

x yZ R x y x y
x y

= − − = + − −
+ + ，

限制条件为 25x y+ = ，则拉格朗日函数为：

40 20( , , ) ( 25)
5 10
x yL x y x y x y

x y
λ = + − − + λ + −

+ + ，

由

2

2

200( , , ) 1 0
( 5)

200( , , ) 1 0
(10 )

( , , ) 25 0

x

y

L x y
x

L x y
y

L x y x yλ

 ′ λ = − + λ = +
 ′ λ = − + λ =

+
 ′ λ = + − =



　得
15
10

x
y
=

 =

因此两种服务费用为 15 万元及 10 万元的时候，开发

商获利最多。

四、结语

极值的应用非常广泛，它涉及到生活中的方方面面，

生活中的许多问题都可以采用求极值的方法来解决。在求解

函数的最值时，也是对函数极值的一个应用，这也是高等数

学的一个难点。在求解过程中，首先要根据题目要求分清所

给问题是一个极值问题还是一个条件极值问题，再根据不同

的求解方法得到所要求的最值，从而解决实际问题。
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