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引言：1

高等数学是高职学生最重要的基础课程之一，它对

学生的最主要的作用是学会用高数思维理解甚至解决实

际生活或工作中遇到的问题。但在实际教学过程中，因

高职学生的生源复杂，数学基础参差不齐等原因，大部

分学生并不能认识到高等数据的重要性，认为学习高等

数学就是了应付考试、取得学分，造成了大部分学生不

但不能对微积分的基本概念进行比较深入的理解，同时

对高等数学概念之间的关系也很模糊，而加强对高职数

学课程中的概念教学则显得尤为重要。

微积分作为高职数学教学的核心内容，其重要性不

言而喻。高职学生对微积分基本思想理解程度也基本确

定了其对高等数学这门学科的学习深度，对多重积分概

念的理解程度又基本确定了其对微积分基本思想理解的

深度，故本文从教学方法设计的角度，探讨（多重）积

分的理解方法，以加深对高职学习微积分概念的理解。

一、理解（一重）微积分的概念 

图1　不规则形状

对于规则形状的面积计算，比如矩形、圆形、三角

形，我们都有现成的面积公式可用。可如果需要计算如

图 1 所示的无规则形状面积，则无法通过某一固定的面
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积公式进行计算。其解决思想就是把不规则形状分解成

无数个规则形状去近似替代，分别计算其面积后求和即

可得到任何不规则形状的近似面积。

图2　用矩形进行近似替代

如图 2 所示，不规则区域由 f1（x）和 f2（x）两个函

数所围成，现将该区域分割成多个宽度为△ x（概念上，

△ x 是 x 的增量），长度为 f1（xi）-f2（xi）的矩形（i 表示

矩形的序号），则总面积等于所有绿色矩形的面积之和，

区域面积 S 可表示为：

iS S=∑ ， ( )i iS f x x= • ∆ ， 1 2( ) ( ) ( )i i if x f x f x= −
� （2-1）

但近似值S并不那么精确，为使近似值更加精确，可

以通过增加矩形的数量使近似值更准确，如下图3所示。

图3　增加矩形的数量提高近似精度

随着 Δx 的变小，矩形数量越来越多，近似面积 S 也

变得更加精确，最终随着矩形的数量接近无穷大，此时
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矩形的宽度 Δx → 0（将其写成 dx，称为 x 的微分），近似

面积越来越接近实际面积。无穷个矩形面积的总和被称

为积分：

1
( )i

i
S S f x dx

∞

=

= =∑ ∫ � （2-2）

此即为使用（一重）积分的方法，即对 1 个变量进

行积分（本例中为 x），当沿着 x 轴移动时，取无限多个

小的长方形的总和，宽度越小，近似值就越精确。所以

微积分就是把复杂的问题切分成多个简单的部分，即切

分和重组，切分的过程叫微分，重组在一起叫积分。

二、理解二重积分的概念

对于规则形状的体积计算，比如球形、圆锥、圆柱，

都有现成的体积公式可用。可如果需要计算不规则形状

体积，则只能通过二重积分的方式来实现。二重积分在

概念上比一重积分多出了一个维度，其区别是：一重积

分是对长度进行积分，积分结果等于平面坐标系中的面

积；而二重积分是对面积进行积分，积分结果等于三维

坐标系中的体积。

所以，若要计算任意形状的三维体积（如图 4），可

从微积分（一重积分）的思想出发，有如下两种思路：

图4　任意形状三维物体

（1）把三维物体分割成多块厚度为 Δy 的切片（如

图 5），则只需要计算每一片的面积 Si 并求合，即可得到

近似体积数据。其过程如下：

图5　切片分割

①用上文一重积分的方法，求取各切片的面积 Si：

( , )i iS f x y dx= ∫ � （3-1）

②用求得的切片面积乘以厚度 Δy 得到各切片的体

积 Vi：

( , )i i iV S y f x y dx y= •∆ = •∆∫( ) � （3-2）

③把各切片体积加起来即可得到近似体积 V：

( ( , ) )i iV V f x y dx y= = • ∆∑ ∑ ∫ � （3-3）

④随着 Δy 的变小，切片数量越来越多，近似体积 V

也变得更加精确，最终随着切片的数量接近无穷大，此

时矩形的宽度 Δy → 0（将其写成 dy，称为 y 的微分），近

似体积越来越接近实际体积。无穷个切片体积的总和即

为三维物体的体积，记为二重积分 V：

( , )V f x y dxdy= ∫ ∫ � （3-4）

（2）把三维物体分割成多块底面积为 ΔS 的曲顶柱

体（如图 6 及图 7），则只需要计算每一个柱体体积 Vi 并

求合，即可得到近似体积数据。其过程如下：

图6　用曲顶柱体进行近似分割

图7　各柱体底面积为Δx·Δy

①各柱体底面积：

S x y∆ = ∆ •∆ � （3-5）

②求得各柱体体积：

( , ) ( , )i i i i iV f x y S f x y x y= • ∆ = • ∆ •∆ � （3-6）

③把各柱体体积加起来即可得到近似体积：

( , )i i iV V f x y x y= = • ∆ •∆∑ ∑ � （3-7）
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④随着底面积为 ΔS 变小，柱体数量也越来越多，

近似体积 V 也变得更加精确，最终随着柱体的数量接近

无穷大，此时柱体地面边长 Δx → 0，Δy → 0（将其写成

dx 及 dy），近似体积越来越接近实际体积。无穷个切片

体积的总和即为三维物体的体积，记为二重积分 V：

( , )V f x y dxdy= ∫∫ � （3-8）

用以上两种思路求得的结果相同，说明微积分思想

分析问题可以从各个方向进行，只需要符合“无限分割、

无穷累加”、“以直代曲，以不变代变”的思想即可。通

过以上步骤，高职学生可以比较轻松的理解二重积分的

思想概念，并为理解三重积分概念打下基础。

三、三重积分的概念初探

上文对一重积分和二重积分的概念的讲解都是以求

解平面面积和空间体积为例进行的。但微积分的作用不

仅仅是求解不规则的二维和三维图形的面积和体积，本

节通过探索三重积分概念的理解步骤，说明微积分用途

是可无限扩展的。

通过前面两节对一重积分和二重积分的理解，可以

发现一些规律：

1）一重积分，是在一个维度上进行积分，得到到一

个二维图形的面积。

2）二重积分，是在两个维度上进行积分，得到一个

三维形状的体积。

3）那三重积分，就应该是在三个维度上进行积分，

得到一个四维形状的某个量。

下面通过具体例子来说明三重积分的概念：假设某

一三维空间中充满了某种气体，空间各处气体的密度是

空间坐标的函数 rho=rho（x，y，z），如何求得此空间的

气体总重量？

用一重积分及二重积分求解思路，其求解过程如下：

①取得空间体积的微分 dV dxdydz= ；

②求得空间气体重量的微分

( , , ) ( , , )dM rho x y z dV rho x y z dxdydz= = ；

③在整个空间上进行积分得到整个空间的气体重量

( , , )M rho x y z dxdydz= ∫∫∫ 。

因为前文有一重积分和二重积分的详细分解步骤，

本例简化了分析过程。通过前例可知，无论是几重积分，

其思想都来源于最基础的分割（微分）和累加（积分），

并不需要多高的数学水平即可轻松理解。

四、总结

通过以上一重积分、二重积分即三重积分的分析

实例，高职学生可以更为轻松理解“无限分割、无穷累

加”、“以直代曲，以不变代变”的微积分思想。理解了

这种数学思维，即便学生在上学期间学到的数学知识已

经遗忘，但不管他们从事何种工作，上学时学习掌握领

悟感受到的数学精神、数学思想、数学方法、思考问题

的着眼点等，都时刻发挥着作用，使他们终生受益。
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