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浅谈一题多解在数学习题课中的作用
罗槐珍　聂钱树

（杭州市临安区职业教育中心，浙江 杭州 311300）

摘要：高三复习课是每个教师都非常重视的课题，而且数学在高考中的分值是占分最高的课程之一。历来都是复习的重中之重。对

于数学的复习简单讲，无非就是知识点的整理和相关题型的练习与讲解。每个教师都希望把复习课充分上好：知识点梳理全面、系统且

清晰有条理；习题充分讲解、剖析和拓展。以往的习题课通常是教师讲解母题，学生按照教师的要求完成相关知识点的衍生题或拓展题，

这样可以让学生“现学现卖”，巩固所学的知识及解题思路，如此不断地重复循环，可以锻炼学生的解题能力和技巧，对学生考取高分，

特别是面对应试的挑战，学生是具备一定的能力的。这样的教学方式，虽有一定的成效，但是完全忽略了学生的思维的拓展，对学生成

长及创新能力的提高毫无裨益，也就是除了让学生拿到高分，学生毫无数学素养可言。那么如何把习题课的效果提高，且对学生的成长

及发展更有帮助，进而能提高学生数学思维呢？当然这个问题的答案显然是见仁见智的，笔者从一题多解的角度进行切入，以达到启发

学生思考和提升数学素养的目的，进而提高习题课复习的效率。
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既然注重一题多解，我们得了解一题多解的好处。什么是“一

题多解”？简言之，就是从不同的角度考虑、找到不同的切入点、

按照不同的思路、用不同的方法，给出同一道习题解答过程。所

谓条条大路通罗马。教师在教学过程中实施“一题多解”对学生

有什么好处呢？

1.“一题多解”有利于充分调动学生的积极性，在教师的启

发和引导下，对同一道题目学生可以提出两种、三种甚至更多种

解决方法，这本身就是一种能力的体现。课堂成为学生相互合作，

探究知识的场所，能有效提高学生学习的积极性，增加学生学习

知识的信心。

2.“一题多解”有利于锻炼学生的思维的灵活性，面对同一

问题更好的拓宽思路，让学生能够根据题目给出的已知条件，并

结合自身对知识结构的理解和掌握的情况，灵活的选择合理的解

题切入点。也能够快速地接收到已知条件中所传达的有效信息。

3.“一题多解”有利于学生积累解题的经验，丰富解题的方法，

增强了学生综合运用已有的知识的能力，不断提高解题能力。久

而久之，经验积累，还能预判某些知识点的中出题者的思路和方向。

从而提高了学生的学习兴趣，提高了学生克服困难的信心。

总之，“一题多解”有利于学生思维能力的提高，学习信心

的增加和解题能力的提高。

以下是笔者在实际教学中，曾用到的一些例题。这些例题都

是比较能够启发学生思考的，同时也是学生应用“一题多解”反

响比较好的例题。从中可以得到比较多的启发，想法不成熟，供

同行参考，相互交流学习，希望能够有抛砖引玉的作用。

例一、已知 α ∈ R，sinα+2cosα=
10
4

，求 tan2α 的值为

                                          。

方法一：运用方程（组）思想解决。引导学生看已知条件中

有 sinα 与 cosα，最先想到的应该是平方和为 1 的关系。由此建

立方程组解决问题。具体解法如下：
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 或 tanα=3，所以 tan2α=-
3
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方法二：运用“1”的代换思想解题。

由 sinα+2cosα=
10
4

可 得（sinα+2cosα）2=
5
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， 所 以

2 2

2

sin 4sin cos 4cos
sin 2 cos

α α α α
α α

+ +
′ +

=
5
2

，
2

2

tan 4 tan 4
tan 1
α α

α
+ +

+
，

tanα=-
1
3

或 tanα=3，所以 tan2α=-
3
4

方法三、运用“升降幂”思想解题。

由 sinα+2cosα=
10
4

可 得（sinα+2cosα）2=
5
2

，

sin2α+4sinαcosα+4cos2α=
5
2

（sin2α+cos2α）， 所 以
3
2

（sin2α-cos2α）-4sinαcosα=0，-
3
2

cos2α-2sin2α， 所 以

tan2α=-
3
4

方法四、运用“辅助角公式”解题。

由 sinα+2cosα=
10
4

可 得 sinα+2cosα= 5 sin（α+φ）

=
10
4

，sin（α+φ）=
2
2

， 其 中 tanφ=2，α+φ=2kπ+
4
π

或
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，k ∈ z， 所 以 tan2α=tan（2α+2φ-2φ）
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此题难度不大，有多种解法，相对而言，解法二更为简洁明

了，但解法一才是绝大多数学生会采用的通常解法，本题鼓励“一

题多解”对于学生加深理解平方关系和商的关系，在实际解题目

中的应用，同时也用到了 2 倍角公式和辅助角公式，对学生是一

个很好的拓展练习的题目，大大提高了同一习题的最大的利用率

和学生思维的开拓，对于学生的成长和整个知识体系的掌握有非

常好的引导和启发作用。同时教师更加明确，学生对于数学知识

的学习，不仅仅要会解题，还要了解涉及的知识点，同时还要形

成数学思维，通过思考和分析的方式来了解数学规律，促进学生
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在探究中深化认识概念体系和多角度剖析问题，发现问题的本质。

从多角度引导学生，活跃学生思维，实现学生思维品质的提升。

例二、已知 x，y ＞ 0，且满足 x2+3xy+4y2=14 求 x+2y 的最大

值为               。

方法一：因为目标中有 x 和 2y，条件中又有 x2 和（2y）2 只

要教师稍加引导，一般学生都能想到配凑（x+2y）2，进而把（x+2y）

看成一个整体进行求解，此处可根据学生具体情况引导学生考虑

是否需要换元。最后引导学生取等条件不能忘，并进行相应的求解。

具 体 解 题 过 程： 目 标 的 配 凑 和 基 本 不 等 式 的 应 用。 由

x2+3xy+4y2=14 

可得：（x+2y）2-14= 21 1 22 ( )
2 2 2

x yx y +
≤ ，令 t= x+2y  得 t2-

14
7
8

≤ t2  所 以 x+2y ≤ 4 得 x+2y 的 最 大 值 为 4。 取 等 条 件：

x2+3xy+4y2=14  x =2y   当且仅当 x=2，y=1 时取等。 

方法二：判别式法。通常有两个未知数，并且条件给予一个

关于这两个字母的等量关系，求其中一个的取值或者两个变量的

和或者差的取值范围。设所求为 k，然后用 k 的代数式表达其中

一个字母，进而得到关于所求字母或者代数式的一元二次方程，

从判别式中求得所对应的解。适当引导学生非常容易想到。

具 体 解 法：x2+3xy+4y2=14 （1） 令 k=x+2y（k ＞ 0）， 将

x=k-2y 代入（1）式得 2y2+ky+k2-14=0  可得     =-7k2+112 ≥ 0
27 112 0

0
k

k
∆ = − + ≥


>
所以 k 的最大值为 4。

方法三：柯西不等式。（a2+b2）（c2+d2）≥（ac+bd）2 从柯

西不等式二维形式的结构可以看出，给定的式子有平方，右边是

两个字母积的和的形式。求 x+2y 两个参数和的最大值，刚好符合

该结构。所以我们的思路是从已知条件大胆尝试配凑：左边为平

方和与平方和的乘积结构，配出右边所求结构。具体解法如下：  

由 x2+3xy+4y2=14 可得  [（x+
3
2

y）2+
2

7
4
y

 
  
 

] [12+
1
7

）2] ≥

（x+2y）2 所以（x+2y）的最大值 4。

方法四：三角换元。其实只要方法三中的配凑出来了，三角换

元的思路必然是会引出来的，因为两者有共同的特征就是平方和为

常数，是典型的三角换元和柯西的基本形式之一。具体解法如下：

由 x2+3xy+4y2=14 得 （x+
3
2

y）2+
2

7
4
y

 
  
 

=14，令 x+
3
2

y= 14

cosθ ，
7 14 sin
4
y = θ ，θ ∈（0，

2
π

），x= 14

cosθ- 3 2 sin θ，y= 14 cosθ+ 2 sinθ=4sin（θ+φ）， 所

以当 θ+φ=
2
π

时，（x+2y）有最大值，最大值 4 本题解决的是求

最值问题，解法一为常规解法，充分体会了转化思想，尤其是把所

求目标转化为，已知条件中存在的等量关系进行变式，然后用基本

不等式构造成一元二不等式，这是常见的思考方式，也是相当重要

的数学思维，把 x+2y 看成整体进而求解一元二次不等式的过程，

是换元思想的体现，也是基本不等式的基本应用。本题中基本不等

式作为中间的过渡过程的应用，须重视取等条件是否成立，而不是

盲目只去套用基本不等式，对于基本不等式的前提条件也必须是烂

熟于心。基本不等式是主要应用于求某些函数的最值及证明的不等

式常用的方法。其表述为：两个正实数的算术平均数大于或等于它

们的几何平均数。在使用基本不等式时，要牢记“一正”“二定”“三

相等”的七字真言。“一正”就是指两个式子都为正数，“二定”

是指应用基本不等式求最值时，和或积为定值，“三相等”是指当

且仅当两个式子相等时，才能取等号。基本不等式是高中数学的重

要考点，一般来说考查的难度不算大，是高中生必须要掌握的非常

重要的知识点。基本不等式最大的难点，应当是配凑定值。需要多

做习题，学会观察，抓住主要矛盾进行配凑是关键。

解法二，利用了判别式法（又称万能 K 法），这种方法有时

计算量会相对比较大，但难度不大。万能 k 法的适用范围如下：

一般万能 K 法求最值的适用条件需要同时满足以下两点：（1）给

定的约束条件中含有二次项。（2）给定的等式是所求的目标函数

是线性函数。万能 K 法求最值的步骤相对比较单一，首先将所求

的目标函数设为 K，然后用 x 表示 y 或者用 y 表示 x，接着再代入

已知条件给定的约束条件，从而得到一个关于 x 或者 y 的一元二

次方程。由于约束条件在实数范围内成立，所以得到的一元二次

方程是存在实数根，即判别式大于等于零，从而得到一个关于 K

的不等式，最后解出这个不等式就能得到目标函数的最值。

解法三利用了柯西不等式。该不等式虽然加入教材没有多少

年头。但其知名度极高，与权方和不等式、幂平均不等式、卡尔

松不等式和排序不等式等等诸多著名的不等式都有着千丝万缕的

联系。高中阶段一般懂得掌握和使用二维形式的即可，通过观察

柯西不等式，可以发现其特点是：不等式左边是两个因式的积，

其中每一个因式项都是有平方的，右边是左边中对应的两项乘积

之和的平方（可简称为方的和的积大于等于积的和的方）因此，

构造两组数或式，便是应用柯西不等式的一个主要技巧。利用柯

西不等式解决最值问题，通常设法在不等式一边得到一个常数，

即配凑定值。并寻求不等式取等号的条件 . 题中要求 x+2y 的最大

值的式子通过给定条件变形得到和的方，然后再配凑一组常数的

方的和，配凑的主导思想就是，按照公式指定项相乘后再相加，

得到右边所需要的即所求的目标的平方，最后进行开方运算即可。

可以说配凑所求式依然是该题最大的难点。一般如果题目中给定

可以配凑成方的和，而所求是一次式相加的最大值，则可考虑柯

西不等式。反之，若给定的是两个式子的和，所求为平方和的最

小值，也可考虑柯西不等式，一言以蔽之：按照公式的结构来配凑。

解法四，利用了三角换元法。三角换元法指用一个三角变量代替

某个可以看成一个整体的复杂式子，可使问题简化，作为数学解

题中的常见的换元技巧，三角换元法利用已知代数值和三角知识

中存在的联系进行换元，应用三角换元法将代数函数转化为三角

函数，其关键在于构造元与设元，合理的三角换元能够实现化繁

为简，获得一种简洁明了的结构，进而简化解题的过程。该方法

用途非常广泛，通常碰到两个式子平方和形式都可考虑使用三角

换元来解决。简单地说，三角换元法是三角函数替换问题中的字

母或式子，并利用三角函数之间的关系实现解题目的的方法，求

函数最值时通常会用辅助角公式一起并用实现最值问题的解决。

综上所述，每种题型都有相对比较合适的解题方法，要找到

相对适合的方法进行数学问题的解决，需要通过平时的多观察，

多做习题，多总结。而“一题多解”无疑是达到这种效果的最佳

途径之一。
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