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不定方程是数论最古老的一个分支，它有着悠久的

历史与丰富的内容。所谓不定方程是指解的范围为整数、

正整数、有理数或代数整数的方程或方程组，其未知数

的个数通常多于方程的个数。古希腊数学家丢番图早在

公元 3 世纪初就开始研究过若干这类方程，因此常称不

定方程为丢番图方程。1

设 ,A B∈Ν ，A无 平 方 因 子， 关 于 不 定 方 程
2 ,( , , , 2)nAx B Cy x y n n+ = ∈Ν ≥ 解的问题是数论中的极其

重要的问题，用初等方法解决此问题比较困难，近年来

许多研究者用代数数论的方法研究这类不定方程，取得

了很好的结果。

当 1, 1, 1A B C= = = 时，Ledesgue[1] 证 明 了 无

整 数 解；Nagell[2] 证 明 了 当 2, 1, 1, 5A B C n= = = =

时 仅 有 整 数 解 ( , ) ( 11,3)x y = ± ； 孙 树 东 [3] 证 明 了

1, 64, 1, 7A B C n= = = = 时， 仅 有 整 数 解 ( , ) ( 8,2)x y = ± ； 

尚 旭 [4] 证 明 了 1, 64, 1, 11A B C n= = = = 时 无 整 数 解； 尚

旭 [5] 证 明 了 1, 16, 4, 7,11A B C n= = = = 时 无 整 数 解， 郑

璐 [6] 证 明 了 1, 256, 4, 7,11A B C n= = = = 时 在 7n = 时

仅 有 整 数 解 ( , ) ( 16,2)x y = ± 和 11n = 时 无 整 数 解 . 对 于
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1, 256, 4, 13,15A B C n= = = = 的情况并未进行讨论说明，

因此利用代数数论理论和同余理论的方法研究不定方程
2 256 4 nx y+ = 在 13,15n = 时无整数解 .

一、预备知识 [7，8]

设 M 是 唯 一 分 解 整 环， 正 整 数 2k ≥ ， 以 及

, Mα β∈ . ( , ) 1α β = ， 那 么， 若 ,k Mαβ = γ γ∈ ， 则 有

1 2, , ,k k v Mα = ε µ β = ε ν µ ∈ ， 其 中 1 2,ε ε 是M中 的 单 位 元

素，并且 1 2
kε ε = ε ， ε 为单位元素 .

二、主要结果与证明

定理 1　不定方程
2 13256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ     （1）

无整数解 .

证明：分两种情况讨论

当 1(mod 2)x ≡ 时，在 [ ]iΖ 中，（1）式可以写为
13( 16 )( 16 ) 4 , ,x i x i y x y+ − = ∈Ζ

设 ( 16 , 16 )x i x iδ = + − ，由 | (2 ,32 ) 2x iδ = 得 δ 只能取

1,1 ,2.i+

因 1(mod 2)x ≡ 有 16 1(mod 2)x i+ ≡ ，所以 2.δ ≠

若 1 ,iδ = + 则 (1 ) | ( 16 ),N i N x i+ + 即 22 | 256x + 与

1(mod 2)x ≡ 矛盾 .

所 以 1,δ = 因 而 由 引 理 可 知， 1316 4( ) , , , .x i a bi x a b+ = + ∈Ζ
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1316 4( ) , , , .x i a bi x a b+ = + ∈Ζ 因此有
13 11 2 9 4 7 6 5 8 3 10 124( 7811 715 1716 1287 286 13 )x a a b a b a b a b a b ab= − + − + − +

13 11 2 9 4 7 6 5 8 3 10 124( 7811 715 1716 1287 286 13 )x a a b a b a b a b a b ab= − + − + − +  （2）
12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10 1216 4 (13 286 1287 1716 715 78 )b a a b a b a b a b a b b= − + − + − +

12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10 1216 4 (13 286 1287 1716 715 78 )b a a b a b a b a b a b b= − + − + − +  （3）

因此 1, 2, 4.b = ± ± ±

当 1b = 时，由（3）式可知

12 10 8 6 4 23 13( 22 99 132 55 6 )a a a a a a= − + − + −  （4）

要（4） 式 成 立， 需 要 13 | 3 ， 显 然 不 可 能， 所 以

1.b ≠

当 1b = − 时，由（3）式可知

12 10 8 6 4 25 13( 22 99 132 55 6 )a a a a a a− = − + − + −  （5）

要（5）式成立，需要 13 | 5− ，显然不可能，所以

1.b ≠ −

当 2b = 时，由（3）式可知

12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 102 2 13( 22 2 99 2 132 2 55 2 6 2 )a a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 102 2 13( 22 2 99 2 132 2 55 2 6 2 )a a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  （6）

要（6）式成立，需要 1213 | 2 2 4094− = − ，显然不可

能，所以 2.b ≠

当 2b = − 时，由（3）式可知

12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 102 2 13( 22 2 99 2 132 2 55 2 6 2 )a a a a a a− − = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 102 2 13( 22 2 99 2 132 2 55 2 6 2 )a a a a a a− − = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  （7）

要（7）式成立，需要 1213 | 2 2 4098− − = − ，显然不

可能，所以 2.b ≠ −

当 4b = 时，由（3）式可知

12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 101 4 13( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 101 4 13( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅

2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10129055 ( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10129055 ( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a= − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  （8）

由于 2129055 3 5 7 17 241,= × × × × 要（8）式成立，则
2 1,9.a =

当 2 1a = 代入（8）式有
2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 ) 3202655 129055a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = − ≠

2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 ) 3202655 129055a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ = − ≠       因此 2 1a = 不成立 .

当 2 9a = 代入（8）式有
2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 ) 129055a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ≠

2 10 8 2 6 4 4 6 2 8 10( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 ) 129055a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ ≠       

因此 2 9a = 不成立 .

所以 4.b ≠

当 4b = − 时，由（3）式可知

12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 101 4 13( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a− − = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
12 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 101 4 13( 22 4 99 4 132 4 55 4 6 4 )a a a a a a− − = − ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅  （9）

要（9）式成立，需要 1213 | 1 4 16777217− − = − ，显

然不可能，所以 4.b ≠ −

当 0(mod 2)x ≡ 时，可知 x 为偶数 .

设 1 12 , .x x x= ∈Ζ 代入（1）可得 2 13
1(2 ) 256 4 ,x y+ = 即

2 13
1 164 , ,x y x y+ = ∈Ζ    （10）

形 如 2 13
1 164 , ,x y x y+ = ∈Ζ 形 式 的 方 程， 根 据 文

献 [3] 的 研 究 结 果 可 知 道 此 方 程 无 整 数 解， 从 而 求 得
2 13256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ 无整数解 .

综上所述， 2 13256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ 无整数解 .

定理 2　不定方程
2 15256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ     （11）

无整数解 .

证明：分两种情况讨论

当 1(mod 2)x ≡ 时，在 [ ]iΖ 中，（11）式可以写为
15( 16 )( 16 ) 4 , ,x i x i y x y+ − = ∈Ζ

设 ( 16 , 16 )x i x iδ = + − ，由 | (2 ,32 ) 2x iδ = 得 δ 只能取

1,1 ,2.i+

因 1(mod 2)x ≡ 有 16 1(mod 2)x i+ ≡ ，所以 2.δ ≠

若 1 ,iδ = + 则 (1 ) | ( 16 ),N i N x i+ + 即 22 | 256x + 与

1(mod 2)x ≡ 矛盾 .

所 以 1,δ = 因 而 由 引 理 可 知， 1516 4( ) , , , .x i a bi x a b+ = + ∈Ζ
1516 4( ) , , , .x i a bi x a b+ = + ∈Ζ 因此有

15 13 2 11 4 9 6 7 84( 105 1365 5005 6345x a a b a b a b a b= − + − +
5 10 3 12 143003 455 15 )a b a b ab− + −               （12）

14 12 2 10 4 8 6 6 816 4 (15 455 3003 6435 5005b a a b a b a b a b= − + − +
4 10 2 12 141365 105 )a b a b b− + −                 （13）

因此 1, 2, 4.b = ± ± ±

当 1b = 时，由（13）式可知
14 12 10 8 6 4 25 15 455 3003 6435 5005 1365 105a a a a a a a= − + − + − +

14 12 10 8 6 4 25 15 455 3003 6435 5005 1365 105a a a a a a a= − + − + − + 即 2 12 10 8 6 4 25 (15 455 3003 6435 5005 1365 105)a a a a a a a= − + − + − +
2 12 10 8 6 4 25 (15 455 3003 6435 5005 1365 105)a a a a a a a= − + − + − +  （14）

要（14） 式 成 立， 则 2 1.a = 此 时 12 10 8 6 4 215 455 3003 6435 5005 1365 105 127 5a a a a a a− + − + − + = − ≠
12 10 8 6 4 215 455 3003 6435 5005 1365 105 127 5a a a a a a− + − + − + = − ≠

所以 1.b ≠

当 1b = − 时，由（13）式可知

2 12 10 8 6 4 23 (15 455 3003 6435 5005 1365 105)a a a a a a a− = − + − + − +
2 12 10 8 6 4 23 (15 455 3003 6435 5005 1365 105)a a a a a a a− = − + − + − +    （15）

要（15）式成立，则 2 1.a = 此时
12 10 8 6 4 215 455 3003 6435 5005 1365 105 127 3a a a a a a− + − + − + = − ≠ −
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12 10 8 6 4 215 455 3003 6435 5005 1365 105 127 3a a a a a a− + − + − + = − ≠ −

所以 1.b ≠ −

当 2b = 时，由（13）式可知

14 2 12 10 2 8 4 6 62 2 (15 455 2 3003 2 6435 2a a a a a+ = − ⋅ + ⋅ − ⋅
4 8 2 10 125005 2 1365 2 105 2 )a a+ ⋅ − ⋅ + ⋅                     （16）

由 于 142 2 16386 2 3 2731,+ = = × × 所 以 要（16） 成

立，则 2 1.a =

当 2 1a = 时代入（16）式有

2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 2 3003 2 6435 2 5005 2 1365 2a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 2 3003 2 6435 2 5005 2 1365 2a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ 12105 2 ) 51997 16386.+ ⋅ = − ≠

因此 2 1a = 不成立      

所以 2.b ≠

当 2b = − 时，由（13）式可知

14 2 12 10 2 8 4 6 62 2 (15 455 2 3003 2 6435 2a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅
4 8 2 10 125005 2 1365 2 105 2 )a a+ ⋅ − ⋅ + ⋅                     （17）

由 于 142 2 16382 2 8191,− = = × 所 以 要（17） 成 立，

则 2 1.a =

当 2 1a = 时代入（17）式有

2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 2 3003 2 6435 2 5005 2 1365 2a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 2 3003 2 6435 2 5005 2 1365 2a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ 12105 2 ) 51997 16382.+ ⋅ = − ≠

因此 2 1a = 不成立 .

所以 2.b ≠ −

当 4b = 时，由（13）可知

14 2 12 10 2 8 4 6 64 1 (15 455 4 3003 4 6435 4a a a a a+ = − ⋅ + ⋅ − ⋅
4 8 2 10 125005 4 1365 4 105 4 )a a+ ⋅ − ⋅ + ⋅                     （18）

由 于 144 1 268435457 17 15790321,+ = = × 所 以 要

（18）成立，则 2 1.a =

当 2 1a = 时代入（18）式有

2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 4 3003 4 6435 4 5005 4 1365 4a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 4 3003 4 6435 4 5005 4 1365 4a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ 12105 4 ) 632712863 268435457.+ ⋅ = ≠

因此 2 1a = 不成立 .    

所以 4.b ≠

当 4b = − 时，由（13）可知

14 2 12 10 2 8 4 6 64 1 (15 455 4 3003 4 6435 4a a a a a− = − ⋅ + ⋅ − ⋅
4 8 2 10 125005 4 1365 4 105 4 )a a+ ⋅ − ⋅ + ⋅                     （19）

由于 144 1 268435455 3 5 29 43 113 127,− = = × × × × ×
所以要（19）成立，则 2 1.a =

当 2 1a = 时代入（19）式有

2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 4 3003 4 6435 4 5005 4 1365 4a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅
2 12 10 2 8 4 6 6 4 8 2 10(15 2455 4 3003 4 6435 4 5005 4 1365 4a a a a a a a− ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅ 12105 4 ) 632712863 268435455.+ ⋅ = ≠

因此 2 1a = 不成立 .       

所以 4.b ≠ −

所以当 1(mod 2)x ≡ 时，不定方程（11）无整数解 .

（2）当 0(mod 2)x ≡ 时，可知 x 为偶数 .

设 2 22 , .x x x= ∈Ζ 代入（1）可得 2 15
2(2 ) 256 4 ,x y+ = 即

2 15
2 264 , ,x y x y+ = ∈Ζ    （20）

形 如 2 15
2 264 , ,x y x y+ = ∈Ζ 形 式 的 方 程， 根 据 文

献 [4] 的 研 究 结 果 可 知 道 此 方 程 无 整 数 解， 从 而 求 得
2 15256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ 无整数解 .

综上所述， 2 15256 4 , ,x y x y+ = ∈Ζ 无整数解 .

三、结论

不定方程是数论方向的一个极其重要的问题，在这

方面的研究颇多，本文就两个不定方程的整数解问题进

行了讨论，并给出了结论和证明，今后希望进一步研究

其他形式的不定方程 .
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