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一题多解，万法归宗
——挖掘课本习题的教学价值

甘燕妮 

（广西壮族自治区南宁市第十四中学，广西 南宁 530028）

摘要：阴影（不规则图形）面积求解是初中数学常见的题型。本文通过一道课本习题的深度挖掘，归纳出不规则图形面积求解的常

见思路和方法，发散思维，开拓视野。

关键词：不规则图形；面积求解；割补法；转化思想

课本例题和习题的教学在数学教学中并不陌生，很多教师都

注意到例题的教育价值，在课堂中会花大篇幅去研讨，然而，对

于课后习题，仅停留在布置作业后简单讲评即可的层面上，没有

对习题的解题方法进行深度挖掘，浪费了宝贵的教育素材。诚然，

例题教学是课堂教学的重要组成部分，它兼具定理运用、方法引

领以及解题示范于一身，对学生数学能力的塑造起到重要作用。

然而，有些课本习题也具有与例题同等重要的作用，应引起我们

的重视。下面，我们通过人教版《数学》九年级上册 115 页第 4

题来说明。

一、课本习题的解题示范

如图，正方形的边长为 a，以各边为直径在正

方形内画半圆，求图中阴影部分的面积。

学生普遍反映该题难度较大，找不到解题思路，

所以，我将此题定位为求不规则图形面积的例题示

范，引导学生从不同角度去寻找解题思路。

（一）审题分析

通过了圆这一章的学习，九年级学生的几何直觉思维能力有

了进一步提高，并已初步认识到求不规则图形的面积要转化为几

个规则图形面积的和或差。但学生会受本题图形构造复杂的影响

而难以找到阴影部分的形成方式。本题教学的目的在于，一方面

培养学生从复杂图形中分离出基本图形的能力，进而感受“转化”

和“化归”思想在数学解题中的引领作用；另一方面引导学生学

会多角度分析问题，进而感受数学的灵活美以及数学内在的和谐

与统一。所以本题的重点是将不规则图形的面积转化为规则图形

面积的和或差，难点是寻找转化的途径。

采用启发式教学，鼓励学生一题多解，充分调动其学习主动性；

兼用独立思考与小组讨论的学习方式，引导学生及时反思、总结

出解题的规律，建构学生已有的知识体系。

（二）解题过程

解决原题的第一步是从复杂图形中找出基本图形、弄清它们

和阴影部分之间的关系。为了突破难点，先设计了第一个环节——

（环节一）铺垫练习：

1. 如图，以 AB 为直径画半圆，点 C 是弧 AB 的中点，求图

中阴影部分的面积。

2. 已知正方形 ABCD 的边长为 a，以它的

一组对边为直径向正方形内画半圆，求图中阴

影部分的面积。

3.正方形 AOBP 的边长为 a，分别以点 O、

P 为圆心，a 为半径向正方形内画弧，求图中阴

影部分的面积。

以上 3 题中，第 1 个图形是一个半圆包含

一个三角形，第 2 个图形是一个正方形包含两

个半圆，第 3 个图形是一个正方形包含两个四

分之一圆，且有重叠。让学生由浅入深地分析。

    对于第 3 题，教师让学生通过画图体会

阴影部分形成的过程并得到多种解法。

本环节三个题目遵循立足原题、由浅入深、渗透方法、开启

思路的原则，从不同角度观察、发现阴影部分与熟悉图形之间的

关系，为解决原题做铺垫。

（环节二）解决原题

原题：如图，正方形的边长为 a，以各边为直

径在正方形内画半圆，求图中阴影部分的面积。

（为方便叙述将原题阴影部分的每一片称为

“叶形”。）

  此处给学生充分独立思考，教师可根据学生的情况给予适当

引导，让他们从不同角度观察阴影部分的构成。

受铺垫练习第 2 题启发，学生可能想到先求出两处空白部分

的面积，进而求阴影部分的面积。于是得到第一种解法。

解法一：（求余法）转移目标，另辟蹊径，欲求“阴影”，

先求“空白”。先求两处空白部分面积，再用正方形面积减去空

白面积的两倍，即可。
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白”。求“阴影”，先求“空移目标，另辟蹊径，欲解法一：（求余法）转

、正方形 的边长为 ，分别以点 、 为圆心， 为半径向正方形内画弧，求
图中阴影部分的面积。

、已知正方形 的边长为 ，以它的一组对边为直径向正方形内画半圆，求图中
阴影部分的面积。

、如图，以 为直径画半圆，点 是弧 的中点，求图中阴影部分的面积。
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解法一中学生把注意力放在了两个半圆上，教师引导他们：

能否只利用其中一个半圆，找出它与叶形面积的关系。目的是让

他们把本题与铺垫练习第 1 题联系起来，想到将半圆分割成三角

形和弓形，于是又有了第二种解法。

解法二：（构造弓形法）连接 AO、BO，根据对称性可知，

珍个“叶形”的面积 = 半圆面积 - 等腰三角形 AOB的面积，

前两种解法都是从静态的角度来看阴影部分，我们也可以从

动态的角度观察。不妨让学生通过画图来体会阴影部分的形成过

程。有了这个体验过程和铺垫 3 的启发，学生得到如下解法。

解法三：（覆盖法）因为阴影部分是四个半圆的重叠部分，

所以：

上述都是用几何方法来解决的，我们有时也可以用代数方法

来解决几何问题。为此，引导学生引进未知数，建立方程，解决

这道题。

解法四：（方程法）观察发现该图由若干个相同面积的部分

组成，不妨设一个叶形面积为 x，一块空白部分的面积为 y，则有：

这个环节学生的思维角度较多，教师可以让他们分小组讨论，

来完成小结和反思，以便形成解题经验。

（环节三）小结反思

求余法            构造弓形法              覆盖法                 方程法

（1）解法一通过先求出余下面积的方法来得到阴影部分的面

积，体现了转化和整体的思想；  

（2）解法二将叶形面积转化为弓形面积来求，渗透了化归的

思想方法；

（3）解法三从运动角度、利用整体思想使解法更加简洁明快；

（4）解法四采用了数形结合的研究方法，体现了代数与几何

的内在联系与统一。

原题的各种解法的共同点是：先通过把图形进行拆分、弄清

阴影部分的构成，再将其转化为基本图形面积的和差。充分体现

了新问题要转化为熟悉的问题，渗透了转化的数学思想。

二、课本习题的解题小结

在课本习题的讲解前，为了降低学生解题的畏惧感，将习题

先做“解剖”，分解成若干个为解题服务的小问题，分散难点，

便于学生拾级而上，找到自己解题的“最近发展区”，让更多学

生参与到难题的分析和讲解上来，充分调动他们的学习热情。在

习题的解题过程中，以“转化思想”为主线，同时渗透化归、整体、

数形结合、方程及类比思想。在寻找转化的途径时，培养学生多

角度看问题，尊重不同学生的思维特点，提高其思维的灵活性和

发散性，发挥课本习题的引领作用，

通过这道课本习题的深度挖掘和全方位探讨，学生可以体会

到：无论从哪个角度考虑，阴影部分面积的常规解法就是将不规

则图形的面积转化为规则图形面积的和差，从而得到解决该类问

题的“通法”，“一题多解，万法归宗”，这正是数学教学倡导

的方法。

三、结语

教材是学生数学学习的重要线索。教师是不仅教材的使用者，

更是开发者。课后习题是教材的重要组成部分，是正文的补充、

延续和拓展。重视习题教学，从而突出知识之间的联系与综合，

既有利于帮助学生建构完整的知识体系，也能够通过多种思维方

法的融合实现学生数学能力的培养和提升。
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