
1412020 年第 2 卷第 4 期 经验交流

赏析几道“老题”的巧解与妙解
查宝才

（江苏省扬州市新华中学，江苏 扬州 225002）

摘要：高中复习离不开解题训练，解题是数学教和学中一个重要环节，但解题不是简单的做一个题目，解决一个问题，而是要通过

解题来训练和发展学生的思维，让核心素养内化落地。如何突破解题思维的瓶颈，通式通解是学生必须掌握的基本思路，巧解妙解则是

独辟蹊径，往往会锦上添花，但需要拓展思维的深度和广度，也需要师生在平时的复习中有意识地进行强化训练。如此，才会让经典老

题继续经典。 
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多年高三的教师会有较深的体会，一些“老题”年年在各种

不同资料上出现，所以对于教师而言会轻而易举识破解答。但我

们并不能总以老方法对付老问题，我们的解答若没有创新，就没

有吸引力，过程就不会精彩。下面根据笔者平时教学的积累，介

绍几道经典“老题”的巧解与妙解供大家欣赏 .

例 1 假设函数 2( )f x ax c= − ，若 4 (1) 1,f− ≤ ≤ − 1 (2) 5f− ≤ ≤ ，

试求 (3)f 所满足的取值范围 .

巧解：转化为线性规划问题 .

 将 f（1），f（2） 对 应 的 范 围 代 入 函 数， 可 得

4 1,

1 4 5,

a c

a c

− ≤ − ≤ −
− ≤ − ≤

 整理为

4,

1,

4 1,

4 5.

a c

a c

a c

a c

− ≥ −
 − ≤ −
 − ≥ −
 − ≤

 

作出此不等式组所表示的可行区域，如下图 .

再将所求式子 (3) 9 .f a c= − 视为一个目标函数，平移动态

直线，可以观察到 (3) 9 .f a c= − 在点 A 处取得最小值，在点 C 处

取得最大值 .

联立方程组
4 1.

1.

a c

a c

− = −
 − = −

得 A（0，1）；再联立
4,

4 5,

a c

a c

− = −
 − =

 

可得 C（3，7）

min max(3) 9 0 1 1, ( ) 9 3 7 20f f x∴ = × − = − = × − =

1 (3) 20.f∴− ≤ ≤

妙解：借助向量分解定理 .

由 (1) , (2) 4 , (3) 9f a c f a c f a c= − = − = −

记
1 2, 4 , 9P a c P a c P a c= − = − = −
        

，

显 然 1 2,P P
 

不 共 线 . 根 据 向 量 分 解 定 理 得：

，

即 1 2 1 2 1 29 ( ) (4 ) ( 4 ) ( ) .a c a c a c a cλ λ λ λ λ λ− = − + − = + − +
       

1 2

1 2

4 9,

1.

λ λ
λ λ
+ =

∴ + =
 解得 1 2

5 8
,
3 3

λ λ= − = 。 
5 8

(3) (1) (2)
3 3

f f f∴ = − +

又 5 5 20
4 (1) 1 (1) ,

3 3 3
f f− ≤ ≤ − ⇒ ≤ − ≤

1 (2) 5f− ≤ ≤
8 8 40

(2) .
3 3 3

f⇒ − ≤ ≤

两式相加，得 1 (3) 20f− ≤ ≤ .

例 2 已知 a、 b 、 2 2 2, 1, 1c R a b c a b c∈ + + = + + = ，

试求参数 a所满足的范围（  ）.

A. 1
,1
3

 
  

    B. 1
,1
3

 −  
    C. [ ]0,1     D. 1 1

,
3 3

 −  

巧解：联想构造函数 .

由 2 2 21 , 1b c a b c a+ = − + = − ，联想构造函数

2 2 2 2 2( ) 2 2( ) ( ) ( ) 0f x x b c x b c x b x c= − + + + = − + − ≥ 恒成立 .

故有
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2 2 24( ) 8( ) 0b c b c∆ = + − + ≤  即 24(1 ) 8(1 ) 0a a− − − ≤ ，

可解得
1

1.
3
a− ≤ ≤

妙解：联想直线与圆的位置关系 .

由 2 2 21 , 1b c a b c a+ = − + = − ， 可 提 炼 出 点 ( , )b c 在 斜

率为 -1 的直线 1x y a+ = − 上运动，同时又在圆心在原点的圆

2 2 21x y a+ = − 上一个动点，从而这两个动态图形轨迹必须有

公共点，也即构造出的直线与圆必然有一个或两个相交点。因此，

所得圆之圆心到所构造直线的距离必须等于或者小于该圆的半径，

再由 2
1

1 ,
2

a
d a

−
= ≤ − 进一步解得 1

1.
3
a− ≤ ≤

例 3 已 知 实 数 a，b 满 足 0, 0, 1,a b a b≥ ≥ + =且  试 证：

2 2 25
( 2) ( 2) .

2
a b+ + + ≥

巧解：用二次函数求最值 .

 1 1a b a b+ = ⇒ = −
2 2 2 2 2( 2) ( 2) (3 ) ( 2) 2 2 13a b b b b b∴ + + + = − + + = − +

2 25 25
2( 1)

2 2
b≥ − + ≥

妙解：联想点到线的距离公式 .

由 条 件 1( 0, 0)a b a b+ = ≥ ≥ 可 知 点 P（ ,a b ） 在 线 段

1, (0 1)x y x+ = ≤ ≤ 上运动， 2 2( 2) ( 2)a b+ + + 可具体视为定点

M（ 2, 2− − ）与一条线段 1, (0 1)x y x+ = ≤ ≤ 上一个运动点 P

（ ,a b）它们之间的距离的平方 . 由点到直线距离公式可知，所

求问题能够进一步转化，即求定点 M 与直线上一个动点之间距离

的最小值 .

再由公式可得
2

2
2 2 1 25

2 2
d

− − −
= = .

所以不等式必然成立 . 如下图所示 .

例 4 已知 , , ,a b R a b∈ ≠且 求证： 2 21 1a b a b+ − − < −

巧解：构造复数

令复数 1 21 , 1 ,z ai z bi= + = +

则 2 2

1 2 1 21 , 1 ,z a z b z z a b= + = + − = − ，

又 1 2 1 2 ,z z z z− < −  所以 2 21 1a b a b+ − − < −

妙解：构造函数 .

设 2( ) 1 ,f x x= +  则 2

2
( ) ( 1 ) .

1

x
f x x

x
′ ′= + =

+
 

由 21 x x+ > ，得
2

1
1

x

x
<

+
，也即 ( ) 1f x′ < .

其几何意义为等轴双曲线 2 2 1y x− = 图像的上支中任意一点

的切线的斜率之绝对值小于 1.

又 x R∈ ，所以图像上有过两点 A ( , ( )), ( , ( ))a f a B b f b 的

割线之斜率的绝对值也小于 1.

也 即 ( ) ( )
1

f a f b

a b

−
<

−
. 故 而 ( ) ( )f a f b a b− < − ， 即

2 21 1a b a b+ − − < − .

奋战在教学一线的老师常年与同样类型的题目打交道，感觉

拿到手的题目几乎是些见过、做过、讲过若干遍的陈题旧题，没

有那种研究的兴趣劲，大有审美疲劳之态。其实“老题”虽老，

其蕴含的数学思想方法和耐人寻味的解题方法，尤其通过巧解和

妙解会让人再次感觉到老题的数学魅力和味道，经典题自有其经

典的道理。
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