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一轮“圆”月入锥中
吴　迪

（杭州绿城育华学校，浙江 杭州 310000）

摘要：本文主要介绍利用圆锥曲线的统一形式，利用曲线系的方法得出四点共圆的充要条件，从而可以快速解决相关试题 .
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2021 年全国卷数学圆锥曲线压轴题设计别有韵味，命题者将

直线、圆、双曲线融为一体，这是在 2002 年、2005 年湖北卷、

2009 年、2010 年、2011 年、2014 年、2016 年基础上的又一次创新，

既研究了平面几何的基本性质，又深入研究了解析几何。2021 年

的圆锥曲线压轴题将 2016 年全国卷文科的椭圆四点共圆性质推广

到双曲线中。

文献 [1] 中研究了直线与椭圆的相交的斜率性质，文献 [2] 利

用文献 [1] 结论，利用倒角公式得出对角互补，从而得出圆锥曲线

的四点共圆性质，文献 [3] 利用极坐标工具，分别在椭圆、双曲线、

抛物线中研究得出四点共圆性质。笔者在研究文献 [5]2021 年全国

卷Ⅰ的圆锥曲线题时，通过回归课本，对比发现这道高考题以人

教社 A 版必修 4-4 第 38 页的例 4 为背景进行命制，体现了高考试

题来源于教材，但又高于教材的特点，说明我们在平时的教学中，

需要把课本作为一本重要的学习材料，深入研究 .

文献 [4] 中的定理：如果两个二次曲线方程为 0iS =  （ 1,2i = ），

这里的 iS 是 x， y 的二次多项式，那么  （ ë， ì 为

实数，不全为 0），对每一组 ë， ì  ，均表示为过上述两曲线交

点的二次曲线。

定理：圆锥曲线 2 2 0Ax By Dx Ey F+ + + + =  （ A B≠ ），直线

1l ： 1 1y k x b= + ，交椭圆于 P，Q 两点，直线 2l ： 2 2y k x b= + ，交

椭圆于 R，S 两点，直线 1l 与 2l 相交于点 T ，则 P 、Q 、 R 、 S

四点共圆的充要条件为： 1 2 0k k+ = 。

证明：由文献 [4] 知，设过 P 、 Q 、 R 、 S 四点的曲锥曲线

方程为：

2 2

1 1 2 2( )( ) ( ) 0k x y b k x y b Ax By Dx Ey Fµ− + − + + + + + + =

必要性：若 P 、Q 、 R 、 S 四点共圆，则上述左边展开式中

xy 的系数为 0，即 1 2- - 0k k = ，从而 1 2 0k k+ = 。
充分性：

当 1 2 0k k+ = ①时，由上述左边展开式中的 2 2,x y 的系数相等，

得 ②，由①②联立得：
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方程整理得：  2 2 0x y D x E y F′ ′ ′+ + + + = ③

由于 、 、 R 、 S 四点在圆锥曲线上，所以③式表示圆的

方程。

从而当 1 2 0k k+ = 时， P 、Q 、 R 、 S 四点共圆。

解析：（1）
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（2）证明：设 1 1 2 2( , ), ( , )A x y B x y ，则有
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，所以
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OM ABk k⋅ = − ，又
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ABk = ，

故
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OMk = −

所以设直线 OM 为
1

2
y x= − ，直线 AB 方程为

1
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y x m= + ，

所 以 由 A、B、C、D 四 点 和 椭 圆 构 成 的 曲 线 系 方 程 可 设 为：
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整理得： 2 21
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由 于 无 xy 项， 则 当
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λ = ， 圆 方 程 为
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R = + + × > ，故 A、B、C、D 四点共圆恒

成立。

所以 MA MB MC MD⋅ = ⋅ 。
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另解：运用定理可得 0AB CDk k+ = ，从而 A、B、C、D 四点 共圆，所以 MA MB MC MD⋅ = ⋅ 。

解析：（1）
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（2）令 AB： 1

1
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y n k x− = − ，PQ： 2

1
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y n k x− = − ，因为

TA TB TP TQ⋅ = ⋅ ，所以 A，P，Q，B 四点共圆，以 AB，PQ 构

成的弱化二次曲线方程为：
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k x y k n k x y k n− − + − − + = ，则以 AB，PQ 与双曲

线
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x = 构 成 的 圆 系 方 程 为 ：
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x k x y k n k x y k nλ− − + − − + − − + = ，因为 xy 的系

数为 0，所以 1 2( ) 0k kλ − − = ，所以 1 2 0k k+ = 。

另解：因为 TA TB TP TQ⋅ = ⋅ ，所以 Q ， P  ， B  ， A 四

点共圆，运用定理可得： 1 2 0k k+ = 。

简解：（2）由（1）得，
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P − − ，易得直线 PQ 方程： 2y x= ，AB 方程为： 2 1y x= − + ，

因为 0PQ ABk k+ = ，所以 A，P，B，Q 四点在同一圆上。

简解：（1）略

（2）由题意分析可得 1ABk = ， 1CDk = −  ，因为 0AB CDk k+ = ，
所以 A、B、C、D 四点共圆。

通过以上高考圆锥曲线题的解答，我们可以清楚地看出，利

用圆锥曲线上的四点共圆的充要条件，可以使学生比较便捷地判

定四点共圆问题，避免比较冗长的讨论过程，起到化难为易，化

繁为简的效果，同时为本类问题的研究指明了正确方向，也是学

校开展研究性学习，培养学生核心素养的好材料。
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