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基于媒体报道的一类随机 SIRS 传染病模型
戴晓娟

（宁夏师范学院数学与计算机科学学院，宁夏 固原 756000）

摘要：本文把白噪声和媒体报道同时考虑到SIRS传染病模型中，从而得到了一个新的随机SIRS模型.通过构造适当的 2
C 函数，

得到模型正解的存在性和唯一性的充分条件，并利用 公式和局部鞅的大数定理对模型的灭绝性进行了分析，最后通过数值验

证了证明结果的有效性 .
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一、随机模型的建立和平衡点

近年来，越来越多的学者利用数学模型对传染病进行了动

力学研究，尤其在传染病预防控制方面取得了一些研究性成果，

其中信息媒介对疾病的影响受到了大家的重视，让人们树立防

控的意识，有效遏制疾病的传播 . 为了描述传染病的动力学行

为，本文首先给出一个 SIRS 模型

                                                                                               （1）

所有参数均非负，其中 , ,S I R 分别表示 t 时刻易感者的人

口数量，感染者的人口数量和已恢复者的人口数量， 表示易

感染者的输入率， 表示人口的自然死亡率， 表示传染率，

v 表示恢复率， 表示恢复者成为易感者的比率； 表示死

亡 率， 是 发 生 率， 其 中 是 一 个 正 函 数 且

事实上，媒体报道可以降低人与人之间的感染率，由于媒

体的真实报道和宣传，才使人们有了充分的认识，减少了社会

活动，从而能降低了疾病的传播。所以模型（1）中的传染率

可表示为媒体报道的相关函数，即 ，其中 是

排除感染者的一般接触率， 是受感染者影响而减少的最大接

触率， 是媒体介入传染病的影响因子 . 故假设 ，函

数 满足

假设 1  

因为环境中存在着许多随机因素，如温度、风、雨和雪等，

对病毒的传播造成了很多影响，所以本文把白噪声和媒介干扰

同时考虑到 SIRS 传染病模型中，通过构造适当的 2
C 函数，得

到模型正解的存在性和唯一性的充分条件，并对模型的灭绝性

进行了分析。

除此，为了考虑环境波动的影响，将 表示为 ，

其中 是噪声强度， 是标准的布朗运动 . 则模型（1）可表示

为下列随机的具有媒体报道干预的 SIRS 模型

                                                                                          （2）

可见模型（1）的基本再生数为 ，

模 型（1） 有 两 个 平 衡 点： 一 个 是 唯 一 的 无 病 平 衡 点

；另一个是地方性平衡点 ，它

是下列方程的一个正解 .

通过简单计算，可以得出

 

随机 SIRS 模型的基本再生数

视为模型随机灭绝（无病）或持久（地方病）的一个临界

值。从随机噪声强度 可以看出，当没有噪声影响时，

当 时，疾病消失；当 时，疾病持续存在并形成地

方病。



122 Vol. 3 No. 10 2021实践探索

二、正解的存在唯一性

定理 1 对任意给定的初始值 0 0 0( , , )S I R ∈Χ ，当 0t ≥ 时，

模型（2）存在唯一的正解 ( , , )t t tS I R ，仍然在 Χ 中。

证 明： 令 0 0 0( , , )S I R ∈Γ ， t t t tN S I R= + +  ， 则

( )t t tdN N I dtµ δ= Λ − −

如果
1 1 1 1( , , ) , 0t t tS I R t t∈Χ ∀ ≤ ≤ ，有

1 1 1
( ( ) ) ( )t t tN dt dN N dtµ δ µΛ − + ≤ ≤ Λ −

通过整合，有 S I R
µ δ µ
Λ Λ

< + + ≤
+

所以      
1 1 1 1, , (0, / ), [0, ]t t tS I R t tµ∈ Λ ∀ ∈                              （3）

上 述 模 型（2） 的 系 数 满 足 局 部 Lipschitz 条 件，

0 0 0( , , )S I R∀ ∈Χ  ，在 [0, ]eτ 上有唯一的局部解，其中 eτ 是爆炸

时间。为了证明解是全局的，需要证明 eτ = ∞ 几乎处处成立即

可。

0 0 0, ,S I R 处于 0

0

1
[ , ]n
n

间隔中， 0 0n > 足够大，对于每个整

数 0n n> ，定义停时

1
inf{ [0, ] : min{ , , }    max{ , , } }n e t t t t t tt S I R or S I R n

n
τ τ= ∈ ≤ ≥ .

令 inf (ϕ ϕ= ∞ 表示空集）。当 n→∞ 时， nτ 逐渐增大，

lim n
n

τ τ∞ →∞
= ，那么 eτ τ∞ ≤ 。

为了证明 eτ = ∞ ，假设上述状态是错误的，则 0T∃ > ，

(0,  1)ε∀ ∈  ，使得 { }P Tτ ε∞ ≤ > 。

因此存在一个整数 1 0n n≥ 使得 1{ } , .P T n nτ ε∞ ≤ ≥ ≥    （4）

定义 2C 非负函数

( , , ) ( 1 log ) ( 1 log ) ( 1 log )V R V S I R S S I I R R+Χ→ = − − + − − + − −：：

如果 ( , , )t t tS I R ∈Χ ，利用 ˆIto公式，得到

2 2

1 2 2

2 2

1 2 2

1
((1 )( ( ( )) ) )

( ) 2 ( )

1
         ((1 )(( ( )) ( ) ) )

( ) 2 ( )

1 1 1
         (1 )( ( ) ) ((1 ) (1 ) )

( ) ( )

( )
      : ,

( )

t

t

SI I
dV S f I R dt

S I I

SI S
f I I dt

I I I

SI SI
I R dB

R S I I I

I S
LVdt dB

I

σ
µ β β γ

ϕ ϕ

σ
β β µ ν δ

ϕ ϕ
σ σ

ν µ γ
ϕ ϕ

σ
ϕ

= − Λ − − − + +

+ − − − + + +

+ − − + − − + −

−
= +

（5）

其中
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min{ , }.n nT Tτ τ∧ = 对上式不等式取期望得

0 0 0( , , ) ( , , ) .
N N NT T TEV S I R V S I R KTτ τ τ∧ ∧ ∧ ≤ +                  （6）

令 1{ },n n T n nτΩ = ≤ ≥ ，以及（58）式，有 { }nP εΩ ≥ 。

所以 nω∀ ∈Ω ，至少存在一个
1

( ), ( ), ( )     
n n n

S I R n or
n

τ τ τω ω ω ≡

使得
1 1

( ( ), ( ), ( )) ( 1 log ) ( 1 log ).
n n n

V S I R n n
n n

τ τ τω ω ω ≥ − − ∧ − −

根据（6）式，可得

0 0 0( ) [ ( ) ( , , )]

1 1
                               (( 1 log ) ( -1-log )).

n n n
V S I R KT E V S I R

n n
n n

τ τ τχ ω+ ≥ Ω

≥ − − ∧

，，

nχΩ 是 nΩ 的指示函数，当 n→∞ 时，有

0 0 0( , , )   . .,V S I R KT a s∞ > + = ∞

这个命题显然不成立，因此可以得到τ∞ = ∞ 。

注 1 从 定 理 1 中， 可 知 集 合 几 乎 是 确 定 不 变 的， 即 若

0 0 0( , , )S I R ∈Γ ，则对所有的 0t ≥ ，有 Pr ob{( , , ) } 1.t t tS I R ∈Γ =

三、疾病的随机灭绝

定 理 2 对 任 意 的 初 始 值（S（0），I（0），R（0））

∈ Γ，令是随机模型（2）的解，若

                                                                                            （7）

或

0 1SR  且                                                       （8）

则随机 SIRS 模型（2）的解满足下列性质

其中 。

证明：利用 公式可得

而 2R Rφ + →： 定义为

           

因此，
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             （9）  

设 ，有

根据局部鞅的大数定理，有

根据条件（7），得到

根据（9）式，得

两边分别对 t 积分且 ，得出

（10）

现在考虑 的情况，

从（9）式得到

因此，得到 

        （11） 

定理 2 得证。

四、数值分析

选取函数 ( )
I

f I
M I

=
+

，显然 ( )f I 满足假设条件（1），

同时选取一个满足条件的函数 2( ) 1I Iϕ = + ，则模型（2）可表

示为

2
1 2 2

2
1 2 2

[ ( ) ] ( )
1 1

[ ( ) ( ) ] ( )
1 1

[ ( ) ] .

I SI SI
dS S R dt dB t

M I I I

I SI SI
dI I dt dB t

M I I I

dR R I dt

β σµ β γ

β σµ ν δ β

µ γ ν

 = Λ − − − + − + + +
 = − + + + − +

+ + +
 = − + +


，

，  （12）

则模型（12）有一个无病平衡点 0 ( ,0,0)E
µ
Λ

= 和一个地方

病平衡点 ( , , )E S I R∗ ∗ ∗ ∗= ，其中 , ,S I R∗ ∗ ∗ 满足方程

分 别 选 取 Λ=1，μ=0.25，β1=0.15，β2=0.1，v=0.1，

γ=0.25，δ=0.05，M=10，计算得到

0 (4.0,0,0)E = ， (2.66738,0.00025,0.00005)E∗ =  

当 噪 声 强 度 0.17σ = 时， 基 本 再 生 数 s

0 0.9220 1R = < 和

2 10.0289 0.0375
µβσ = < =
Λ

。类似的，当噪声强度分别等于

0.18,0.19σ = 时， 基 本 再 生 数 分 别 为 s

0 0.852 1R = < ，

2 10.0324 0.0375
µβσ = < =
Λ

和 s

0 0.778 1R = < ，

2 10.0361 0.0375
µβσ = < =
Λ

 ，由定理 2 可知，疾病以概率 1 趋

于灭绝。

五、结语

本文在媒体报道的基础上建立了随机噪声影响的 SIRS 传

染病模型，通过构造适当的 2C 函数，得到模型正解的存在性

和唯一性的充分条件，并利用 公式和局部鞅的大数定理对

模型的灭绝性进行了分析，根据数值算例验证了结论的有效

性 . 研究表明，随机噪声和媒介干扰可以降低人群感染的几率。
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