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浅析等价无穷小在极限运算中的应用
汪敏庆

（桂林信息科技学院　广西　桂林　541004）

【摘　要】等价无穷小作代换是极限计算时的一种方便、有效的方法。本文主要围绕无穷小之比、变上限

积分的极限、幂指函数和 Taylor 公式，利用等价无穷小的代换思想进行分析应用，以此达到极限运算中化繁为

简，化难为易的目的 .
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A brief analysis of the application of equivalent infinitesimal in limit operation
Wang Minqing

(GuiLin Instiute of Information Technology,Guilin,Guangxi,541004)

[Abstract]Using equivalent infinitesimal substitution is a common, convenient and effective method to calculate 
the limit. This paper mainly focuses on the infinitesimal ratio, the limit of variable upper bound integral, the power index 
function and Taylor’s formula, and uses the substitution idea of equivalent infinitesimal to analyze and apply, so as to 
achieve the purpose of simplifying the complicated and the difficult in the limit operation.
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1 预备知识

1.1 无穷小量的定义及性质

定义 设 f 在某
0

0( )xU 上有定义 .若

                
0

lim ( ) 0
x x

f x
→

=  

则称 f 为当 0x x→ 时的无穷小量 .

由无穷小量的定义可立刻推得如下性质：

1.1.1 相同类型的多个无穷小量之和、差、积也

为无穷小量。

1.1.2 有界量与无穷小量与积仍为无穷小量。

由函数极限与无穷小量的定义，有：

0

lim ( ) ( )
x x

f x A f x A
→

⇔ ↔ − 是 0x x→ 的无穷小

量 .

1.2 等价无穷小的定义及性质

1.2.1 等价无穷小是指 ( ), ( )x xα β 是 x 趋近于

0x 的无穷小量，且 ( ) 0xα ≠ ，若
0

( )
( )lim 1x
xx x

β
α→

= ，则称

( )xα 与 ( )xβ 是价无穷小量，记为 ( ) ( )x xβ α .

常见的用来代换的等价无穷小有：

( )sin ~ 0x x x→ , ( )tan ~ 0x x x→

, ( )
2

1 cos ~ 0
2
xx x− → ,                    

( )arctan ~ 0x x x→ , ( )1~ 0xe x x− →

, ( ) ( )ln 1 ~ 0x x x+ → , ( ) ( )1 1~ 0x x xα α+ − ⋅ →  

1.2.2 常见的性质有：

( )arcsin ~ 0x x x→

设 ( ), ( ), ( )x x xα α β β γ= = 是某一变化过程中的

无穷小量，且 0, 0, 0,α β γ≠ ≠ ≠ 则

（1） ( )oα β α β α⇔ − = 或 ( );oα β β− =
（2） ;α α

（3）α β β α⇔  ；

（4）α β 且 .β γ α γ⇔ 

2 等价无穷小在极限运算中的应用

2.1 乘积因子等价无穷小的替换

定理 1[6]: 设 ( ) ( ) ( )f x g x h x﹑ ﹑ 是某一变化过程

中的无穷小量 ,极限
( ) ( )lim , lim
( ) ( )

g x h x
f x f x 都存在且不为

零 ,则当且仅当 ( )g x 与 ( )h x 为等价无穷小量时 ,有

( ) ( )lim lim .
( ) ( )

g x h x
f x f x

=

例 1 0 0

arctan 1lim lim
sin 2 2 2x x

x x
x x→ →

= = .

定理 2: 设 1 1( ) ( ) ( ) ( )f x f x g x g x、 、 、 是某一变

化过程中的无穷小量 , 1( ) ( ),f x f x∼ ( )g x ∼ 1( )g x ,

且极限
( ) ( )lim

( )
h x g x
f x 存在 ,则

1

1

( ) ( ) ( ) ( )lim lim
( ) ( )

h x g x h x g x
f x f x

= .

证明 :
1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )lim lim
( ) ( ) ( ) ( )

h x g x h x g x f x g x
f x f x f x g x

=
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1

1

( )( ) ( ) ( )lim
( ) ( ) ( )

g xh x g x f x
f x f x g x

= ⋅ ⋅                 

1

1

( )( ) ( ) ( )lim lim lim
( ) ( ) ( )

g xh x g x f x
f x f x g x

= ⋅ ⋅

( ) ( )lim
( )

h x g x
f x

= .

例 2 求极限 20

ln(1 )lim
sinx

x x
x→

+
.

解 :由于 2 2ln(1 ) ,sin ,x x x x+ ∼ ∼ 则

20

ln(1 )lim
sinx

x x
x→

+
20

lim 1
x

x x
x→

⋅
= = .

2.2 变上限函数极限的等价无穷小的替换

在变上限积分
( )

( )
x
f t dt

ϕ

α∫ 中 , 如果 ( ) ,xϕ α→ 则

该变上限积分就是一个无穷小 , 若能够找出这种类型

在变上限积分的等价无穷小 , 那么在一些极限计算的

过程中运用等价无穷小替换的方法 , 从而使极限的计

算得到简化。

定理 3[7]: 若函数 ( )f t 在 0t t= 处 n 可导 , 且

1
0 0 0( ) ( ) ( ) 0nf t f t f t′ −= = = = ,

( )
0( )nf t 0,≠

则 当 ( )xϕ α→ 时 , 变 上 限 积 分
( )

( )
x
f t dt

ϕ

α∫ 与

( ) 1
0 0( ) ( ( ) )

1

n nf t x t
n n

ϕ + −
⋅ −! +

1
0( )
1

nt
n

α +−
+

是等价无穷小 ,

即

( ) 1 1( ) 0 0 0( ) ( ( ) ) ( )( )
1 1

n n nx f t x t tf t dt
n n n

ϕ

α

ϕ α+ + − −
∼ − ! + + 

∫
.

根据定理 2.1, 可以得到以下推论 :

推论 1: 若函数 ( )f t 在 0t t= 处 n n 阶可导 , 且

0( ) 0,f t ≠ 则当 ( )xϕ α→ 时有
( )

0( ) ( )( ( ) )
x
f t dt f t x

ϕ

α
ϕ α∼ →∫ .

推论 2 : 若函数 ( )f t 在 0t t= 处 n 阶可导 , 且

0 0( ) 0, ( ) 0,f t f t′= ≠ 则当 ( )xϕ α→ 时有
2 2( ) 0 0

0
( ( ) ) ( )( ) ( )

2 2
x x t tf t dt f t

ϕ

α

ϕ α′  − −
∼ − 

 
∫ .

推论 3 : 若函数 ( )f t 在 0t t= 处 n 阶可导 , 且

0 0 0( ) ( ) 0, ( ) 0,f t f t f t′ ′′= = ≠ 则当 ( )xϕ α→ 时有
3 3( ) 0 0 0( ) ( ( ) ) ( )( )

2 3 3
x f t x t tf t dt

ϕ

α

ϕ α′′  − −
∼ − !  

∫
.

在定理 2.1 中 , 若取 00, 0tα = = , 则可以得到
以下结论 :

若函数 ( )f t 在 0t = 处 n阶可导 ,且
1

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0nf t f t f t f t′ ′′ −= = = = = ,
( )

0( )nf t

0,≠ 则当 ( ) 0xϕ → 时有

( ) 1( )

0

(0) ( )( )
( 1)

n nx f xf t dt
n

ϕ ϕ +

∼
+ !∫

;
( ) 2

0

1sin ( );
2

x
tdt x

ϕ
ϕ∼∫ ( )

0
tan

x
tdt

ϕ
∼∫

21 ( );
2

xϕ
( ) 2

0

1arcsin ( );
2

x
tdt x

ϕ
ϕ∼∫

( ) 2

0

1arctan ( );
2

x
tdt x

ϕ
ϕ∼∫ ( )( ) 2

0

11 ( );
2

x te dt x
ϕ

ϕ− ∼∫
V

( ) 2

0

1ln(1 ) ( );
2

x
t dt x

ϕ
ϕ+ ∼∫

( ) 3

0

1(1 cos ) ( );
6

x
t dt x

ϕ
ϕ− ∼∫

( ) 2

0
[(1 ) 1] ( ).

2
x

t dt x
ϕ α α ϕ+ − ∼∫

特别的 ,当 ( )x xϕ = 时 ,可以得到下面引理 :

引理 : 若函数 ( )f t 在 0t = 处 n 阶可导 , 且
1

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0nf t f t f t f t
′′′ −= = = = = ,

( )
0( ) 0,nf t ≠ 则 当 0x→ 时 有

( )
1

0

(0)( )
( 1)

nx nff t dt x
n

ϕ +∼
+ !∫ .

例 3 求极限 

2

0
1 cos0

0

arctan
lim

1 1

x

xx

tdt

t dt
−→ + −

∫
∫ .

解 :在
2

0
arctan

x
tdt∫ 中 , 2( )x xϕ =

, 当 0x→ 时 ,
2

0
arctan

x
tdt∫ 41

2
x∼ ; 在

1 cos

0
1 1

x
t dt

−
+ −∫ 中 , ( ) 1 cosx xϕ = − , 当 0x→

时 ,
1 cos

0
1 1

x
t dt

−
+ −∫ 21 1 cos

4
( )x−∼ ∼ 41

16
x

所以极限
2

0
1 cos0

0

arctan
lim

1 1

x

xx

tdt

t dt
−→ + −

∫
∫

4

0 4

1
2lim 1
16

x

x

x
→

= 8=
.

定 理 4: 设 ( ), ( )f x g x 为 0x→ 时 的 无 穷 小

量 , ( ) ( )f x g x∼ , 且 ( )f x 与 ( )g x 在

[ ]0, x 上连续 ,则有

0 0
( ) ( ) .

x x
f t dt g t dt∼∫ ∫

证明 :因为
0

0 0

0

( ) ( )lim lim 1
( )( )

x

xx x

f t dt f x
g xg t dt→ →

= =∫
∫ , 所以

0 0
( ) ( ) .

x x
f t dt g t dt∼∫ ∫



24

2023 年 1 月  第 5 卷  第 3 期
 教育新探索 New Exploration Of Education 高教理论

例 4（1）求极限 

2tan

0
40

ln(1 )
lim

1 1

x

x

t dt

x→

+

+ −

∫ .

解 :由于当 0x→

时 ,

4
41 1 , ln(1 )

2
xx t t+ − ∼ + ∼ ,

则

2tan

0
40

ln(1 )
lim

1 1

x

x

t dt

x→

+

+ −

∫
2tan

0
40

lim
2

x

x

tdt

x→
= ∫

                 

定 理 5[8] 若 0
lim ( ) ( 0),
x

f x M M
→

= ≠ ( )f x 与

( )g x 在[ ]0, x 上连续 ,则

0 0
( ) ( ) ( )

x x
f t g t dt M g t dt⋅ ⋅∼∫ ∫ .

例 5 (1) 求极限 

2

0 2

0

0

ln(2 ) )
lim

(
x t

x

x

t dt

te dt→

+∫
∫ .

解 : 因为
2

0 0
lim ln(2 ) ln 2 lim 1,, x

x x
x e

→ →
+ = = 所以当

0x→ 时 ,

0 0
ln(2 ) ln 2 ln 2

x x
t dt dt x+ =∼∫ ∫

,

2
2

0 0 2
x xt xte dt tdt∼ =∫ ∫ ,

所以

ln(2 ) )
lim

t dt

te dt→

∫
∫

2
2

20

( ln 2)lim 2(ln 2)
2x

x
x→

= =
.

2.3 极限中含加减因子的等价无穷小替换

设 1 1, , ,α α β β 均为同一变化过程中的无穷小量 .

定理 6[9]: 设
1 1α α β β∼ ∼ , 且

lim mα
β
=

, 若

(1) 当 1m ≠ 时 , 1 1α β α β− ∼ − ;

(2) 当 1m ≠ − 时 , 1 1α β α β+ ∼ + .

推 论 4 : 设 1 1 1 1, , , ,α α β β γ γ µ µ∼ ∼ ∼ ∼

且 lim 1, lim 1, , , ,a c a b c d
b d
α γ
β µ
≠ ± ≠ ± 为 常 数 , 则 当

1 1

1 1

lim a b
c d
α β
γ µ

±
± 存在时 ,有

证明 :因为

1 1

1 1

lim lim 1 lim 1 lim 1 0a aa a
b b b b

α αα α
β β β β

  
= ≠ ± ⇒ ± = ± ≠  

   

  

2 2

30

3

3 50

tan 2 tan seclim
2

2sinlim 1.
2 cos

x

x

x x x
x

x
x x

→

→

=

=

⋅ ⋅

=

1 1

1 1

lim lim .a ba b
c d c d

α βα β
γ µ γ µ

±±
=

± ±

1

1

lim 1
1

lim 1

a
b
a
b

α
β
α
β

 
± 

 ⇒ =
 

± 
 

所以有
1

1

1 1.aa
b b

αα
β β
± ∼ ±

同理可证
1

1

1 1.cc
d d

γγ
µ µ
± ∼ ±

从而有
1

1 1 1 1

1 1 1 1

1

11
lim lim lim lim .

1 1

aa
b b a ba b bb

c cc d d d c d
d d

αα
β β α βα β ββ

γ γγ µ µ µ γ µ
µ µ

±±
±±

= ⋅ = ⋅ =
± ±± ±

例 6 求极限 

2 2

20

sin 2 sin 3lim .
1 1x

x x
x→

−

+ −

解 : 因为
2 2

2 20 0

sin 2 2 2lim lim 1
sin 3 3 3x x

x x
x x→ →

= = ≠ , 由定理

3.1 得

2 2 2 2

220 0

sin 2 sin 3 2 3lim lim 1
1 1x x

x x x x
xx→ →

− −
= = −

+ −
.

例 7 求极限 20

1 sin coslim
1xx

x x
e→

+ −
−

.

解 : 2 20 0

1 sin cos sin (1 cos )lim lim
1 1x xx x

x x x x
e e→ →

+ − + −
=

− −

                   

定理7[10]:设 ,α β 为同一变化过程中的无穷小量,

且 = ( )β ο α , 则 ~ .α β α±
注 : 两无穷小量代数和与较低阶无穷小量等

阶 . 可将此结果扩展为多个无穷小量 , 如果有多个无

穷小量都是比其中一个无穷小量高阶的无穷小量 , 则

他们的代数和与其中这个无穷小量等阶。

推论 5: 若 0x x→ 时 , ( ), ( ), ( )f x g x h x 都是无

穷小量 ,且 ( ) ( ( )), ( ) ( ),f x g x g x h xο= ∼ 则

[ ] 0( ) ( ) ( ) ( )g x h x f x x x∼ + → .

证 明 : 因 为 ( ) ( ( )), ( ) ( ),f x g x g x h xο= ∼

0( )x x→ , 于是

0 0

( ) ( )lim 0, lim 1.
( ) ( )x x x x

f x h x
g x g x→ →

= =

则

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )lim lim lim 1 0 1
( ) ( ) ( )x x x x x x

h x f x h x f x
g x g x g x→ → →

+
= + = + =

例 8 （1）求极限

3 4

0

2 arcsin ln(1 )lim
cos 1 tan3x

x x x
x x→

+ − +
− +

解 :当 0x→ 时 , 
3 3 4 4arcsin ln 1, ( )x x x x∼ + ∼ , tan 3 3x x∼

1 cos 1x+ − = 1 cos 1x+ −
21 11 (cos 1)

2 4
x x− ∼ − ∼ .

2

0 0

1 12 2lim lim
2 2 2x x

x xx

x→ →

+ +
= = =
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显然 3arcsin x 与 ( )4ln 1 x+ 均为比 2x高阶的无穷

小 , 而 cos 1x − 为比 tan 3x高阶的无穷小量 , 由定

理易知 :

( )3 42 arcsin ln 1 2x x x x+ − + ∼

, cos 1 tan3x x− + ∼ tan 3 3x x∼
则

3 4

0 0

2 arcsin ln(1 ) 2 2lim lim
3 3cos 1 tan3x x

x x x x
xx x→ →

+ − +
= =

− +
.

（2）求极限 30

tan sinlim
x

x x
x→

−
.

解 : 在求此极限时 , 不能用等价无穷小量

sin tan,x x x x∼ ∼ ,	 在求极限时 , 只有对极限式中

相乘或相除的因式才能用等价无穷小量来替代 . 而在

极限式的和、差运算中应用等价无穷小量代换时 , 经

常会丢失高阶无穷小量 ,而引起错误。

解法一 由泰勒公式可知 :

3 31tan ( )
3

x x x xο= + +

3 31sin ( )
6

x x x xο= − +

这里 3( )xο 是比 3x 高阶的无穷小量 ,于是

3 31tan sin ( )
2

x x x xο− = + .

于是

30

tan sinlim
x

x x
x→

−
=

3

3 30 0

1tan sin 12lim lim
2x x

xx x
x x→ →→

−
= = .

解法二 当 0x→ 时,有
21tan ,1 cos

2
x x x x∼ − ∼

, 于是

2

3 30 0

1tan (1 cos ) 12lim lim
2x x

x xx x
x x→ →

⋅−
= = = .

解法二说明了求“ 0
0”型的极限时 , 分子或分母

是连乘或连除的形式时 , 可以把分子或分母的某个函

数用其等价无穷小来代换 ,证毕。

2.4 级数敛散性的等价无穷小替换

定理 8[11]: 设 ( ), ( )f x g x 为 x→∞时的同号无穷

小量 , 且
( ) ( ),f x g x∼

则当
x→∞

时 ,级数
1

( )
n

f n
∞

=
∑

与
1

( )
n

g n
∞

=
∑ 有相同的敛散性 .

30

tan sinlim
x

x x
x→

−

例 9 求极限 31
lim 1k k

n nk

n
k

∞

→∞
=

+

+
∑

.

解 :令 ( , )f n k n nk= +

3
3

1 1( , ) ( , )1g n k k n
nn

k

= ∼ →∞ →∞
+ ,

于是

3 2 2
31 1 1 1

1 1 1lim lim lim lim 0 .1 2 2k k k kk k k k

n nk n nk k
n n nn

k

∞ ∞ ∞ ∞

→∞ →∞ →∞ →∞
= = = =

+ +
= = + = + =

+
∑ ∑ ∑ ∑

等价无穷小量代换是极限运算中的一个重要方

法 .在高等数学的教学中，利用等价无穷小量代换计算

极限 ,主要是指在求解有关无穷小的极限问题时利用等

价无穷小量的性质、定理施行的等价无穷小量替换的计

算方法 ,通常与洛必达法则一起使用 ,目的是使解题步

骤简化 ,减少运算错误，提高教学质量和效果。
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