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具有双线性发生率的时滞乙肝传染病模型
郭　莹

（黑龙江工业学院 现代制造工程学院  黑龙江　鸡西　158100）

【摘　要】针对一类具有双线性发生率的时滞乙肝传染病进行了研究 , 通过利用 Routh-Hurwitz 准则证明模型局部稳定性 ,

进一步 , 使用 Lyapunov 泛函方法、稳定性理论和不等式分析的技巧得到了模型的存在性、局部稳定性以及全局渐近稳定性的一些

条件。
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[Abstract]The delay hepatitis B infectious diseases with bilinear incidence were studied,By using Routh-

Hurwitz criterion to prove the local stability of the model,Furthermore,some conditions for the existence, 

local stability and global asymptotic stability of the model are obtained by using Lyapunov functional method, 

stability theory and inequality analysis techniques.
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引言

乙型肝炎病毒 (hepatitis B virus, HBV) 感染呈世界范围

广泛流行 , 持续感染乙型肝炎病毒 (HBV) 是一个严重的健康问

题 , 它会导致肝硬化和主要的肝细胞癌 [1]，慢性乙肝感染往往

是由于在生命的早期就接触 , 导致病毒持续在缺乏强有力的抗

体或细胞免疫反应 [2]。基于临床试验治疗慢性乙肝感染载体不

同剂量的拉米夫啶 , 来治疗乙肝病毒携带者或抑制病毒复制或

增强免疫反应攻击病毒。

本文研究具有时滞乙型肝传染病模型。细胞感染延迟的时

间里，病毒进入肝细胞并产生新的病毒颗粒的时间感染了新的

细胞，并发出的游离病毒。

具有时滞双线性发生率传染病模型如下：
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通过研究发现 , 时滞双线性发生率传染病模型的无病平衡

点、地方病平衡点的存在性 , 其次分析相应的特征方程 , 得到

该模型的无病平衡点、地方病平衡点的局部渐近稳定 ; 利用

Lyapunov-LaSalle 定理证明该模型无病平衡点、地方病平衡点

的全局渐近稳定性 , 并进一步 , 数值模拟 , 验证其结果的准确

性。

1 预备知识

在模型 (1) 中 ,x(t),y(t),v(t) 分别是易感染细胞 ( 肝细

胞 ), 感染细胞和病毒细胞。Λ 是肝细胞的产生率 ,p 是通过

治愈非溶解肝细胞恒定比率 ,dx 是死亡率 ,β 是未感染细胞与

游离病毒的接触率 ;ay 是死亡率 ;ky 是病毒从感染自由产生细

胞率和 µv 是消除率 . 参数 τ 是病毒进入肝细胞并产生新的游

离病毒所占的比例 , 对模型 (1) 引入的假设参数 Λ,d,β,τ 

,a,p,k,µ 均为正常数。

本文中 ,假设模型 (1) 满足下面的初始条件 :
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其中 1 2 3( ( ), ( ), ( )) ([ ,0],Cφ θ φ θ φ θ τ∈ − . 这里 ([ ,0])C τ− 表示所有的连

续函数 :[ ,0]ϕ τ− →  的全体 . 则 1 2 3( , , ) : 0, 1, 2,3ix x x x i= ≥ = .

2 主要结果

2.1 平衡点存在性

根据泛函微分方程的基本理论 [3], 模型 (1) 满足初始条件

(2) 有唯一的解 ( ( ), ( ), ( ))x t y t v t , 易得在 0t ≥ 情况下 , 模型 (1)

满足初始条件 (2) 的所有的解定义在[0, )+∞ 上 .

定义模型 (1) 的基本再生数为 :
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模型 (1) 的无病平衡点和地方病平衡点 ,有如下结论 :

若 1ℜ ≤ , 则模型 (1) 存在无病 ( 未感染细胞 ) 平衡点

0 ( ,0,0)E
d
Λ ;

若 1ℜ > , 则模型 (1) 存在唯一的地方病 ( 感染细胞 ) 平衡

点 *( , , )E x y v .
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2.2 平衡点稳定性

下面将证明本文主要结论 .给出模型线性化为 :
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则特征方程 [4] 为
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显然 , 当 0τ = , 时方程 (4) 所有的根均具有负实部的 , 及

当 0τ ≠ 时 , 它有无限多个根 . 通过 定理 [5] 以及在

τ 时刻连续 , 方程 (4) 的根具有正实部当且仅当它有纯虚根 ,

如果它没有任意的纯虚根 , 那么它所有的根是负实部的 . 现在
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证明方程 (4) 是否有纯虚根 , 在方程 (4) 中 , 令 iλ ω= 且区分

实部和虚部 ,因此有

3
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方程组 (5) 中两方程平方再相加得

3 2 2 2 2 2 2
1 2 0 1 0( ) ( )A A A B Bω ω ω ω− + − = + (6)

方程 (6) 中令 2ω δ= , 则得如下立方方程
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因此 , 假若满足条件 1 0∆ > , 则方程 (6) 的所有根都是负

实根 , 从而 , 方程组 (5) 不会有任意的正实根 , 对时滞微分方

程的特征方程 [6], 可得到 1ℜ > 时地方病平衡点 *E 是局部渐近

稳定的 .

通过以上讨论 ,有以下的结果 .

定理 1  	 若 1ℜ > 和满足 1 0∆ > 条件 , 则模型 (1) 的无

病平衡点 0E 不稳定 , 地方病平衡点 *E 是局部渐近稳定的 .

定理 2  	 考虑具有时滞的模型 (1)

(1)  若 1ℜ < 则无病平衡点 0E 是全局渐近稳定的 ;

(2)  若 1ℜ > 则地方病平衡点 *E 是全局渐近稳定的 .

证明 : 令 ( ), ( ), ( )x t y t v t 是模型 (1) 满足初始条件 (2) 的任

意解 .

(1) 表明
0x d

Λ
= , 定义 :
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构造 Lyapunov 函数 , 设
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根据文献 [7] 中定理 5.3.1, 解趋于 M, 1{ 0}L′ = 是最大的

不变子集 , 显然 , 当且仅当 0 , 0x x v= = 有 1 0L′ = , 注意到 M 是

不变量 , 对 M 每个元素 , 有 0, 0v v′= = , 所以从模型 (1) 第

三方程有 0 v ky vµ′= = − , 则 0y = . 因此 , 1 0L′ = 当且仅当

0( , , ) ( ,0,0)x y v x= , 从而 , 由 LaSalle 不变原理可知 0E 是全局

渐近稳定的 .证毕 .

(2) 定义函数
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其中 1 2,k k 以被定义在 (9) 式中 .

构造 Lyapunov 函数 ,设
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则求导得 ,推出得
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因 , 有 时 , 解趋于 M, 2{ 0}L′ = 是最大的不变子

集 , 显然 , 对于 (13) 当且仅当 x x= , ,y y v v= = , 通过证明定

理 2(1) 的理论和 LaSalle 不变原理 , 可知  E是全局渐近稳定

的 .证毕 .  □
3 总结

文中研究在时滞双线性发生率下乙型肝传染病模型平衡点

的存在性、局部渐近稳定性以及全局渐近稳定性 . 在研究中 , 

构造 Lyapunov 泛函方法 , 运用一些小技巧去处理延迟问题 , 推

导出了乙肝传染病模型的无病平衡点和地方病平衡点的全局渐

近稳定 ,这是不容易处理的 .

随着数理科学研究者和生物科学研究者(实验的和临床的)

进一步的深入广泛合作 , 新的更适合的数学模型将不断出现 ,

人们对乙肝病毒 (HBV) 感染性疾病的定量的、演化的理解更加

准确和深刻 , 从而能够在传染病动力学研究的基础上对宿主反

应进行长期预测 , 最终将能更好地预防和治疗乙肝病毒感染性

疾病 .
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