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探索数“e”之迷
吴章兴

（福清华侨中学　福建　福清　350300）

【摘　要】无理数 e这个稀奇古怪的数，无时无刻不在你身边，它是高中数学中一颗明珠，更是自然界的密码。

【关键词】常用对数；自然对数；极限；复利；超越数

2019 年版高一数学必修 1“对数”这节中，我们学习了常

用对数和自然对数。但在生活中对数据处理时常选择的对数是

自然对数而不是常用对数。那么这么奇怪的无理数“ e”为底

数的对数反而比以 10 为底的对数更“吃香呢”？为什么呢？

一、人类在对数计算时对无理数 e的引进

公元 17 世纪随着天文望远镜的出现，科学家们都热衷于研

究天文运动，纳皮尔就是其中的一个代表，刚开始他发明对数

初衷是为了简化对天文数据的计数 ---- 我们知道这个事实：指

数的乘法可以转化为其对应的加法计算，因此他想将每个正实

数 K 表示为某个特定的正实数 X 的幂即要得到这个式子： nXK =

。他的研究过程如下：若 mn XPXK == , 则 nmXPK +=⋅ , 即 PK , 乘法变成

了相应的指数 nm, 的加法。故他先编制一个表 , 列出指数 ( 即对

数 ) n与幂 ( 即真数 ) K , 底数 X 之间的对应关系即： nXK =

。发现：以 10 为底数的真数跳跃太大了，假如

明显发现：幂的值 1 过了就是 10, 而它们之间的 2,3,,……8，

9 都没有。接着从 10 跳到了 100, 再从 100 跳到 1000, 跨度就

变得更大了。我们知道 , 数据跨度越大 , 误差也就越大 , 要克

服这个缺点 , 最好使表中相邻两个真数取较接近 , 所以应当取

底数 a接近于 1。当然你也可以自己编制一个以 01.1=a 1.01 为底数

的对数表 , 列出以 ,4,3,2,1=n 为指数的所有的幂 , 用接近于 1
的 01.1=a 1.01 为底编制的对数表要比 10 为底的更优越。但是按上
述的方法求出来的对数的数值都偏大 , 为了解决这个问题，纳

皮尔做法是 : 将所有的对数缩小同一个倍数就解决了，考虑到

这个式子：底数 01.1=a 1.01
100

1101.1 +==a , 因此将所有的对数都除以

100, 也就是取 代替 ，这样做的好处在于：对数

为 1000 的幂 ( 不妨记为 3a )
1000

3 01.1=a 1.011000 的对数就变成了 1,

数据的误差几乎变为零 , 而被替代后的 恰是以 3a 为底
的对数 , 即取

1000
3 01.1=a 1.011000 来作为对数的底数。一般地 , 结合高

中极限的知识，考虑 n

n
a 






 +=

11 作为对数的底 , 当然 n越大精度

越高，数据就越好。

二、 71828.2=e 是何方神圣？

接下来 , 我们来设置一个问题 : 当 ∞→n 时 , 求
n
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的极限。

解的过程参考如下 :
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值无穷增大时 , a无限接近于 71828.2=e 。
上面的论述是纳皮尔通过对数表的研究来阐述自然对数 e

是怎么来的 , 虽然他当时在编制对数表时没有明确地提出自然

对数的概念 , 但是他开始编制不是用以 10 为底的常用对数表 ,

他是以 999.0 为底数编制的对数表，这个从本质上接近于自然数

表 , 只是后来为了计算便捷 , 而是采用了“换底公式”将对数

表改成了以 e为底数的自然对数表。

三、数 e的来头不小

在现实生活中，我们经常会用到数 e ！约公元前 1710 年古

埃及人计算利息的一个问题：若某人准备以年息为 30% 方式贷

钱给别人，问此人何时连本带利会翻一番呢？此问题相当于如

下数学问题：

解指数方程： ( ) 2301 =⋅+ x

此类计算银行存钱的复利问题至今我们仍会遇到。设本金

为 1，则以后每年的本利和等价于如下的等比数列：

1.3，1.32，1.33，1.34，1.35，1.37，…。

因此问题换为：若按每半年复利一次计算，则第一年的本

利和为
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比一年复利一次多了点；若按每个季度复利一次计算，则

第一年的本利和为
253354691406.1
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比每半年复利一次又多了点；若按每个月复利一次计算，

则第一年的本利和为
46293448888242.1
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比一季度复利一次又多了点；若按每天复利一次计算，则

第一年的本利和为
07683496924880.1
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比每月复利一次又多了点。依次类推按每时、每分、每秒

进行复利计算，第一年的本利和分别如下：

1.349851873、1.34985769424、1.34985862202。

由上述的计算我们不难发现：若年率一定，按分期复利计算，

随着期数的增加，本利和也会缓慢地增大；但是无论期数如何增

加，本利和总不会无限制地增大，而是有一个“界线”（如1.34985），

所求的值永远超越不了。这个界线即为时时刻刻都在按照复利计

算时第一年的本利和，用数学语言来表达就是当期数 n 趋向无穷

大时，求第一年本利和的极限。具体推导过程可参照如下：

设期数为 n，按照年息为 30% 计算时，得到第一年的本利

和为 ≈
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会得到第一年的本利和的极限为
8013498585351.13.0 =e 。

当然我们在赞赏古埃及人的智慧的同时，并不知道他们当

时是否真的考虑过连续复利的问题，但是可以肯定的是，他们

肯定不知道 e这个无理数的存在。到了 1683 年，才由数学家雅
各·伯努利在计算连续复利时，意识到这类问题必须从计算

n
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11 ，当 ∞→n 时的极限来处理，但是美中不足的是伯努利

只估计出这个极限是大约在 2 和 3 之间。直到数学家欧拉利用

无穷级数的发现：

人类才首次计算了自然数 e的小数点后 18 位的近似值，而

且利用连分数来证明 e是个无理数。再到 1873 年，法国著名数

学家埃尔米特证明了 e是一个超越数，这些结论明显是对无理

数 e的研究锦上添花！
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