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关于无穷小量的一些注记
黄华平

( 重庆三峡学院 数学与统计学院  重庆　404020)

【摘  要】通过研究因式代替规则与和差代替规则的条件，给出了应用无穷小量性质计算函数极限的几个反例，从而证实了

这些条件的必要性 .
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1 引言

无穷小量和无穷大量是反映自变量在某一变化过程中函数

的两种特殊的变化趋势 [1]，即绝对值无限变小和绝对值无限增

大 . 由于无穷小量在建立微积分时具有基础性的地位，故早期

的微积分也称为无穷小分析 [2]。

无穷小量在历年的研究生考试，数学竞赛中占有很大的比

例 . 特别是利用无穷小量的结果来计算数列极限、函数极限，

判别级数和反常积分的敛散性等，通常是高等数学考研和数学

竞赛的重点和难点 . 因此，掌握无穷小量相关的性质，往往会

使得做题达到事半功倍的效果，故能大大提高解题效率 . 基于

此，本文回顾了利用无穷小量计算
0
0型极限的因式代替规则与和

差代替规则 [3-7]，介绍了和差代替规则的证明过程 . 而且通过

易错题的分析，给出了应用此两个规则的一些反例，从而证明

了此两规则的每一个条件都必不可少 .

2 主要结果

首先回顾一下因式代替规则 :

引理 1[1]  设函数 ( ), ( ), ( )f x g x h x 都在点 0x 的某去心邻域内

有定义 , 且当 0x x→ 时 , ( )f x 和 ( )g x 都为无穷小量 .
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注意 , 引理 1 中的“函数 ( ), ( ), ( )f x g x h x 都在点 0x 的某去
心邻域内有定义”这一条件不可缺少 , 否则结论不真 . 例如 , 

下列极限的计算过程是错误的 .
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 显然此极限不存在 . 因此 , 由

极限的归结原则 , 极限
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其次 , 回顾一下和差代替规则 :

引理 2[5]  设函数 1 2 1 2( ), ( ), ( ), ( ), ( )f x f x g x g x h x 都在点 0x
的某去心邻域内有定义 , 且当 0x x→ 时 , 它们都为无穷小量 , 

并且 1 2( ) ( )f x f x 和 1 2( ) ( ).g x g x  如果
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证明  显然当 0x x→ 时 , 1 1( ) ( )f x g x− 和 2 2( ) ( )f x g x− 都为

无穷小量 . 由引理 1, 需证当 0x x→ 时 , 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ).f x g x f x g x− −  

即证
0

1 1

2 2

( ) ( )lim 1.
( ) ( )x x

f x g x
f x g x→

−
=

−
 如下 : 

先 设
0

1

1

( )lim
( )x x

f x
g x→

1,A= ≠  则 由 引 理 1, 有

0 0

2 1

1 1

( ) ( )lim lim ,
( ) ( )x x x x

f x f x A
g x g x→ →

= =  从而

0

0 0

0 0

1 1

1 1 1 1

2 2 2 22 2

1 1 1 1

( ) ( )1 lim 1
( ) ( ) ( ) ( ) 1lim lim 1.( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1lim lim

( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x x x

x x x x

f x f x
f x g x g x g x A

f x g x f x g xf x g x A
g x g x g x g x

→

→ →

→ →

− −
− −

= = = =
− −− −

设
0

1

1

( )lim ,
( )x x

f x
g x→

= ∞ 即
0

1

1

( )lim 0
( )x x

g x
f x→

= . 由 引 理 1, 有

0 0

2 1

1 1

( ) ( )lim lim 0,
( ) ( )x x x x

g x g x
f x f x→ →

= =  于是

0

0 0

0 0

1 1

1 1 1 1

2 2 2 22 2

1 1 1 1

( ) ( )1 1 lim
( ) ( ) ( ) ( ) 1 0lim lim 1.( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 1 0lim lim

( ) ( ) ( ) ( )

x x

x x x x

x x x x

g x g x
f x g x f x f x

f x g x f x g xf x g x
f x f x f x f x

→

→ →

→ →

− −
− −

= = = =
− −− −

注意 , 引理 2 中的
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≠ 这一条件必不可少 , 否则

结论不真 . 见下例 :

例 1[2]  求
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解  错误解法如下 :

由于当 0x → 时 , tan ,x x  sin ,x x  故由引理 2可得
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上述错误的原因是忽略了引理 2 中的
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正确解法如下 :
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两个例子说明如此 .

例 2  设
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故由归结原则 , 1 1

0
2 2

( ) ( )lim
( ) ( )x

f x g x
f x g x→

−
−

不存在 .

例 3  设
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在有序的“四步走”框架下不断的琢磨，历史课本知识的

逻辑关系才能从规范中走向质的变化，才能确保厘清教科书知

识逻辑性是有效的，进而才能实现教学的灵动，突出历史教师

的教学个性。

（四）进行教学创意，追求知识资本性

著名美术教育家徐悲鸿曾说：“道在日新，艺亦须日新，

新者生机也；不新则死。”教学设计同样如此。教师只有把教

学设计当作创造作品一般，才能实现教学最大效率，要实现这

一目标，教师须具备以下特征：

第一，认知过程的批判性，学思结合。做好教学设计是为

了让学生学有所获，又学会所思。历史教师要巧设历史问题，

引导学生学会对历史问题理性的看待，在理性评价历史的过程

中产生追问的动机；

第二，教化领域的情意性。历史是有温度的一门学科，要

使学生在学习中获得对历史的共鸣、情感的升华，教师要以“历

史中的人”和“历史学习中的人”为中心，建立二者之间的联系。[8]

如在讲述《抗美援朝》，落实家国情怀素养时，教师应讲好黄继光、

邱少云的故事，让学生与英雄故事形成情感的联系，从中去感

悟爱国爱家的情怀。

第三，知识迁移的资本性。教师应有丰富的知识面，既要

有中外历史知识的贯通，还要巧妙借助多媒体技术来拓展教科

书内容，掌握与之相关的其它学科知识，让学生能掌握历史知

识，又能了解其它学科知识，实现教学设计深度与广度的结合，

实现知识迁移资本性。这样的教学设计落实于实践中，学生才

会觉得老师有水平，学习历史真有趣的感悟。

四、结语

新时期历史课程改革背景下的初中历史教学设计，对初中

历史教师提出更高的要求，教师的教学设计理念必须从根源观

念发生革新，立足于历史学科五大核心素养，提高自己的知识

储备；深刻把握学生学习现状及学习需求，不断追求教学方法

的创新，创造出优质的教学设计来提高历史教学效率，促进教

师与学生的同步发展。
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