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广义逆与线性方程组的解的教学探讨 
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摘要：本文对于广义逆与线性方程组的解的关系进行了教学探讨,先给出了几个基本概念和基本结论,然后利用这些概念和结论,
分别针对相容与不相容线性方程组,给出几个广义逆的重要结论,并作了简捷的证明,证明思路简洁明了,易于为学生理解和掌握. 
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矩阵论中广义逆与线性方程组的解的关系的相关结论在教学

中学生比较难理解,下面探讨一下这部分重要结论的教学设计. 

一、基本概念与基本结论 

定义 1[1] 设 A 是 nm´ 矩阵,一个 mn ´ 矩阵 G 满足以下条

件 : 对 任 意 的 1´m 矩 阵 B, 只 要 线 性 方 程 组 BAX = 有

解, GBX = 也一定是解.则 G 称为矩阵 A 的一个 1-广义逆, 

定理 1[1] mn ´ 矩阵G 是 nm´ 矩阵 A 的一个 1-广义逆的

充要条件是  

AAGA = . 

定理 2[1] 若
-A 是 nm´ 矩阵 A 的一个 1- 广义逆,则当

BAX = 有解时,其通解可表示为 

,)( zAAEBAX n
-- -+= nCzÎ" . 

定义 2[1] 对于相容线性方程组 BAX = ,若在它的所有解中有

nCX Î0 使得 XXX H=
2

为最小,则称 0X 为方程组的最

小范数解. 

定义 3[1] 对于不相容线性方程组 BAX = ,若有
nCX Î0 使

得
2

BAX - 最小,则称 0X 为方程组的最小二乘解.通常把 2-范

数最小的最小二乘解,称为线性方程组 BAX = 的极小最小二乘

解. 

定义 4[1] 设 A 是 nm´ 矩阵,若 mn ´ 矩阵G 满足以下 4 个

条件: 
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则称G 为 A 的 M-P 广义逆,记为
+A . 

定理 3[1] 设 A 是 nm´ 矩阵,则
+A 存在且唯一. 

定 义 5 设 ba , 是 内 积 空 间
nC 中 两 个 向 量 , 如 果

0),( =ba ,则称a 与 b 正交,记为 ba ^ . 

勾股定理[2] 如果a 与 b 正交,则有  

222 baba +=+ , 

其中 XXX H= . 

二、重要结论及其证明 

对于相容线性方程组有下述几个重要结论. 

由定理 2 及
+A 的定义, 易得如下结论. 

定理 4  对于相容线性方程组,当线性方程组 BAX = 有解时, 

其通解可表示为 

,)( zAAEBAX n
++ -+=  

nz CÎ" . 

注:由于
+A 容易求,而

-A 不太容易求,所以定理 4 是一个重要

结论.文献[1]并未给出这个重要结论. 

定理 5  对于相容线性方程组 BAX = ,若
-A 是 nm´ 矩阵

A 的一个 1-广义逆,且有 AAAA H -- =）（ ,则 BAX -* = 是方

程组 BAX = 的唯一最小范数解. 

证 (1) 由定理 2,
nCzÎ" , zAAEBAX n )( -- -+=

为 BAX = 的解,则有 BAX = ,又有 AAAA -= ,所以 

zAAEAXAzAAEBA n
H

n
H )()(])[()( ---- -=-  

zAAEAAX n
HH )()( -- -=

zAAEAAX n
H ))(( -- -= zAAAAAAX H )( --- -=

zX H ××= 0 0=  
再由勾股定理则有 
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2 ||)(|||||| zAAEBAX n

-- -+=  
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依据 X 的任意性, BAX -* = 是最小范数解. 

(2) 唯一性 

设 11 )( zAAEBAX n
-- -+= 是方程组 BAX = 的最

小 范 数 解 , 而 BAX -* = 也 是 最 小 范 数 解 , 则 有

221 |||||||| BAX -= , 

由(1)又有 
2

21
2

2
2

21 ||)(|||||||||| zAAEBAX n
-- -+=  

于是有 .0||)(|| 21 =- - zAAEn  

从而 .)( 1 0=- - zAAEn  

即有 .1 BAX -= 唯一性得证. 

注: 文献[1]未给出上述结论中最小范数解的唯一性.. 
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由
+A 的定义,它是满足定理 5 中条件的 1-广义逆,于是有如下

结论. 

定理 6 对于相容线性方程组 BAX = , BAX +* = 是方程

组的唯一最小范数解 . 

注:与定理 4 类似,这是一个重要结论.文献[1]也未给出. 

对于不相容线性方程组有下述几个重要结论. 

定理 7[1] 对于不相容线性方程组 BAX = ,若
-A 是 m×n 矩阵

A 的一个 1-广义逆,且
-- = AAAA H）（ , 则 BAX -* = 一定是

方程组 BAX = 的最小二乘解. 

证 
nX CÎ" ,由于 
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由勾股定理则有 
2
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依据 X 的任意性, BAX -* = 是最小二乘解. 

注: 这里作了简捷的证明,文献[1]未作证明.. 

由
+A 的定义,它是满足定理 7 中条件的 1-广义逆,于是有如下

结论. 

定理 8  对于不相容线性方程组 BAX = , BAX +* = 一定

是方程组 BAX = 的最小二乘解. 

注:与定理 6 类似,这是一个重要结论.文献[1]也未给出. 

定理 9  对于不相容线性方程组 BAX = ,方程组 BAX =
的所有最小二乘解可表示为 

,)( zAAEBAX n
++ -+=  

nz CÎ" . 

证 (1) 
nz CÎ" ,令 zAAEBAX n )( ++ -+= .则有 

zAAEABAAAX n )( ++ -+=  

BAAzAAAABAA +++ =-+= )(  

于是有 22 |||||||| BBAABAX -=- +
.而由定理 8, BA+

是

最小二乘解,故 zAAEBAX n )( ++ -+= 也是最小二乘解. 

(2) 设 0X 为 BAX = 的最小二乘解, 由定理 8, BA+
也是最

小二乘解,所以必有 

220 |||||||| BBAABAX -=- +
,   （*） 

而由定理 7 的证明过程可知 BBAA -+
与 BAAAX +-0 正

交,由勾股定理则有 

2
20

2
20 |||||||| BBAABAAAXBAX -+-=- ++

2
20

2
2 |||||||| BAAAXBBAA ++ -+-=  

由（*）式,于是有 .0|||| 20 =- +BAAAX  

从 而 .00 =- +BAAAX 即 0X 为 相 容 线 性 方 程 组

BAAAX += 的解,由定理 4, 
nz CÎ$ 0 ,使得 

00 )( zAAEBAAAX n
+++ -+=  

0)( zAAEBA n
++ -+=  

综合(1)(2),定理得证. 

注:这是一个重要结论.文献[1]也未给出. 

定理 10[1] 对于不相容线性方程组 BAX = , BAX +* = 是

方程组唯一的极小最小二乘解. 

证 (1) 由定理 9, 
nCzÎ" , zAAEBAX n )( ++ -+=

为 BAX = 的最小二乘解,又有 AAAA += , AAAA H ++ =)( ,

所以 

zAABABAzAAEBA HHH
n

H ])()()[(])[()( +++++ -=-

zBAAABA HH ])()[( +++ -=  

zBABA HH ])()[( ++ -= z×= 0 0=  

由勾股定理有 
2

2
2

2 ||)(|||||| zAAEBAX n
++ -+=  

.||||||)(|||||| 2
2

2
2

2
2 BAzAAEBA n

+++ ³-+=  

依据 z 的任意性, BAX +* = 是极小最小二乘解. 

(2) 唯一性 

设 11 )( zAAEBAX n
++ -+= 是方程组 BAX = 的极

小 最 小 二 乘 解 , 而 BAX +* = 也 是 极 小 最 小 二 乘 解 , 则 有

221 |||||||| BAX += , 

由(1)又有 
2

21
2

2
2

21 ||)(|||||||||| zAAEBAX n
++ -+=  

于是有 .0||)(|| 21 =- + zAAEn  

从而 .)( 1 0=- + zAAEn  

即有 .1 BAX += 唯一性得证. 

注: 文献[1]未作证明,这里给出了较为简捷的证明. 

三、结束语 
教学设计上先给出了几个基本概念和基本结论,然后利用这些

概念和基本结论,分别针对相容与不相容线性方程组,给出几个广义

逆与线性方程组的解的关系的重要结论,并作了简捷的证明,证明思

路清晰明了,简明易懂,易于为学生理解和掌握.  
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