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英语试卷七选五得零分的排列问题 
张瑞 

（江苏省奔牛高级中学 213131） 

摘要：英语试卷中的七选五得零分的排列问题是学生在学习排列组合知识后主动提出的问题，教师引导学生以退为进，解决了
n 元全错位排列及其排列数问题，并探究了 n 选 m 全错位排列问题及其排列数的递推关系式，促进了学生的深度学习. 
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1  问题的提出 

近期，笔者在教学排列与组合时，有学生创造性地提出一个问

题：英语试卷中的七选五的试题中如果随机选择五个选项填空，则

得零分的情况有多少种？ 

这个问题迅速点燃了班级学生的研究热情，为了帮助同学们解

决这个问题，笔者引导学生先将问题进行转化，发现问题的本质是

全错位排列问题，然后以退为进从简单的问题入手去发现研究该问

题的基本思路.在同学们的共同努力下终于解决了这个问题. 

首先将这个问题转化为：将编号为 1，2，3，4，5，6，7 的七

个大小、形状完全相同的小球放入编号为 1，2，3，4，5 的五个盒

子中，每个盒子只放一个小球.则小球的编号与盒子的编号都不相同

的放法有多少种？ 

2  探究 n 元全错位排列问题 

华罗庚曾经说过：“先足够地退，退到最简单的情况，退到我

们容易看清楚的地方，认透了，钻深了，然后再上去.”这是解决数

学问题的一个有效的方法. 

2.1 第一次退，将“n 选 m 全错位排列问题”退到“n 元全错位

排列问题”. 

将编号为 1，2，3，…，n 的 n 个小球放入编号为 1，2，3，…，

n 的 n 个盒子中，每个盒子放一个小球，且每一个小球与盒子编号

不同的放球方法有多少种？”简称“n 元全错位排列问题”，对应的

排列数记为
nF . 

要 求
nF 显 然 不 是 一 件 容 易 的 事 情 ， 我 们 不 妨 先 求

2F , 3F , 4F 和 5F . 

2.2 第二次退，将求
nF 的问题退到求 2F , 3F , 4F 和 5F . 

学生活动：列举可得 12 =F ， 23 =F ， 94 =F . 

下面解决 5F ： 

学生 1：先放 1 号盒子，有 4 种放球方法，比如放的是 2 号小

球.再放 2 号盒子，需要分两类完成，一类是 2 号盒子放 1 号球，问

题化为 3 元全错位排列问题，所以有 23 =F 种情况（如图 1）；第

二类是 2 号盒子放的不是 1 号小球，则有 91
3

1
3 =CC 情况.所以

44)92(45 =+´=F （如图 2）. 

盒子 1 2 3 4 5 

小球 2 1    

（图 1） 

盒子 1 2 3 4 5 

小球 2     

（图 2） 

2.3 第一次进，探究
nF 的递推式. 

问题 1：从上述解答过程中，你有什么发现？ 

学生 2：从列举出来的结果上看， )(4 345 FFF +´= ，

)(3 234 FFF +´= ， 猜 想 ：

)()1( 21 -- +´-= nnn FFnF )4( ³n . 

学生 3：我类似于 5F 的计算过程，算出 2656 =F .进一步猜

想： n
nn nFF )1(1 -+= - )3( ³n . 

学生 4：从求 5F 的过程中我们发现，只要分两步即可.第一步

放 1 号盒子，有 n-1 种放法，比如放入的是 2 号小球.第二步放 2 号

盒子，现在需要对 2 号盒子的小球分两类完成，一类是 2 号盒子放

入 1 号小球，则问题转化为 n-2 元全错位排列问题，有 2-nF 种排

列方法（如图 3）；另一类是 2 号盒子放入非 1 号小球，则相当于

n-1 元全错位排列问题，有 1-nF 种排列方法（如图 4）.根据分类计

数和分步计数原理可知 )()1( 21 -- +´-= nnn FFnF . 

盒子 1 2 … n-1 n-2 

小球 2 1 …   

（图 3） 

盒子 1 2 … n-1 n-2 

小球 2  …   

（图 4） 

2.4 第二次进，探究
nF 的通项公式. 

问题 2：我们已经得到了 nF 的递推式，那么是否可以得到 nF

的通项公式？ 

学生 5：从递推式 n
nn nFF )1(1 -+= - 出发，两边同时除以

!n ，则
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学生 6：从递推式 )()1( 21 -- +´-= nnn FFnF 出发，两边

同除 !n ，得
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生 5 解法. 

3  探究 n选 m 全错位排列问题 

类似于 n 元全错位排列问题的研究，先将七选五错位排列问题

一般化：将编号为 1，2，3，…，m,m+1，…，n )( mn ³ 的 m 个

小球放入编号为 1，2，3，…，m 的 m 个的盒子中，每个盒子放一

个小球，且每一个小球与盒子编号不同的放球方法有多少种？”简

称“n 选 m 全错位排列问题”，对应的排列数记为 m
nF .显然，七选

五全错位排列的排列数为 5
7F . 

3.1 探究 5
7F 的值. 

有了 n 元全错位排列问题的探究活动经验，对于七选五全错位

排列问题学生就比较容易上手了. 

学生 7：我对盒子中是否含有 6、7 号球分三类.第一类，不含

有 6、7 号小球，有 445 =F 种；第二类，含有 6、7 号球中的一

个，放 6 号或者 7 号小球有 1
5

1
2CC 种，比如 6 号球放在 1 号盒子，

此时问题转化为将 1，2，3，4，5 号五个小球放入 2，3，4，5 号盒

子中，所以有 534
5 =F 种，因此共有 5304

5
1
5

1
2 =FCC 种；第三

类，将 6、7 号球都放入盒子中，有 2
5A 种，比如 6、7 号球分别放

在 1、2 号盒子，此时问题转化为将 1，2，3，4，5 号五个小球放

入 3，4，5 号盒子中，有 323
5 =F 种，因此共有 6403

5
2
5 =FA 种.

根据分类计数原理， 1214640530445
7 =++=F . 

学生 8：我对 1 号盒子放入的小球编号类型分两类.第一类，1

号盒子放 6 号或者 7 号小球，有 2 种，比如 6 号小球放入 1 号盒子，

这样一来问题就转化为将 7，1，2，3，4，5 号小球放入 2，3，4，

5 号盒子，所以有 4
6F 种，进一步分类列举可以求出 1814

6 =F ，

所以有 3622 4
6 =F 种；第二类，1 号盒子放 2，3，4，5 号小球，

有 4 种，比如 2 号小球放入 1 号盒子中，接下来将 1，6，7，3，4，

5 号小球放入 3，4，5 号盒子中，有 3
6F 种，列举可以得 713

6 =F ，

最 后 将 剩 下 的 3 个 小 球 放 入 2 号 盒 子 ， 所 以 共 有

852711234 3
6 =´=´´ F 种 . 根 据 分 类 计 数 原 理 ，

12148523625
7 =+=F . 

学生惊叹：英语七选五得零分竟然有 1214 种可能，可见要想

考出好分数不能心存侥幸，而应该脚踏实地地去学习才行. 

3.2 探究 m
nF 的递推关系式. 

问题 3：结合上述求 nF 和 5
7F 的过程，能否找到 m

nF 的地推

关系式呢？ 

学生 9：类似于学生 7 求 5
7F 的过程，可以对放入 1 号盒子的

小球分两类.第一类，1 号盒子放编号为 m+1，m+2，…，n 的小球，

有 n-m 种情况，比如放的是 n 号小球，问题化为把 1，2，3，…，

m，m+1，…，n-1 号小球放入编号为 2，3，…，m 的盒子中，有 1
1
-
-

m
nF

种，所以共有 1
1)( -
-- m

nFmn 种；第二类，1 号盒子放编号为 2，3，…，

m 的小球，有 m-1 种，比如放的是 2 号小球，接下来把编号为 1，

3，4，…，m，m+1，…，n 的小球放入编号为 3，4，…，m 的盒子

中，有 2
1
-
-

m
nF 种，最后把剩下的 n-m+1 个小球放入编号为 2 的盒

子中，有 n-m+1 种，所以共有 2
1)1)(1( -
-+-- m

nFmnm 种情况.

综上可知， 2
1

1
1 )1)(1()( -

-
-
- +--+-= m

n
m

n
m

n FmnmFmnF . 

4  教后反思 

《普通高中数学课程标准（2017 年版）》强调：提高从数学角

度发现和提出问题的能力、分析和解决问题的能力[1].那么在我们日

常生活中如何培养学生的“四能”呢？笔者认为首先要保护好学生

的好奇心，面对学生提出的“稀奇古怪”的问题应主动与学生一起

探究，并教给学生研究数学问题的基本方法，多一些启发性的提问，

对于较困难的问题要鼓励学生交流合作、主动探究、查阅资料等，

而不是把结果直接告诉学生.教师循循善诱，学生欲罢不能，全身心

投入学习中，追随教师去追求学问和人格的更高境界[2].好的问题就

是好的老师.一方面可以激发学生学习数学的兴趣，一个人的提问可

以带动一群人的思考，在教学排列组合这一章时笔者发现很多平时

不太喜欢数学的学生也能积极地参与到课堂中，排列组合问题重新

点燃了孩子们学习数学的热情，在这里他们获得了学好数学的新希

望.另一方面，在数学探究的过程中促进学生深度学习，学生在学习

了排列组合的知识后能够用数学的思维去思考学习生活中的数学

问题（英语七选五得零分的情况数），用数学的语言去表达自己的

思考（将英语七选五问题转化为全错位排列问题，并引进符号来表

示相应的排列数）.总之，真正好的数学教学应该关注学生学习后的

发展性，这也是深度学习的核心特征. 
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