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探讨全概率公式在二维随机变量函数中的应用 
蒋凌云 

(湖北经济学院  湖北  武汉  430205) 

摘要：通过对近几年的考研数学真题分析，探讨全概率公式在求二维随机变量函数概率分布中的应用，归纳整合对应的解题思

维与技巧，以期对考研学生掌握此类热门考题有所帮助. 
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1、引 言 
求解有关二维随机变量函数 Z=g(X,Y)的概率分布情况一直是考

研概率中的重点，也是难点!这类题型综合性强，易于考察学生对整

个概率知识点的掌握程度，尤其是其中一类二维随机变量函数

Z=g(X,Y)，其中 X,Y 一个为离散型随机变量一个为连续型随机变量，

成为近几年研究生入学考试数学科目命题的热点.基于本人多年的

考研辅导经验及其对近十年考研数学命题的研究，现将这类题型的

命题方式，命题类型及其求解方法和技巧归纳整合，期望对于考研

教师辅导以及学生在应考过程中有所帮助. 

2、预备知识 
2.1  (全概率公式)设随机试验 E的样本空间为Ω，A1,A2,⋯,An为

Ω的一个剖分，且 P(Ai>0)(i=1,2,⋯,n),则对任何事件 B有 

(ܤ)ܲ = ෍ ݊(݅ܣ|ܤ)ܲ(݅ܣ)ܲ
݅=1  

 
全概率公式是概率论与数理统计的基本公式，也是教学中的重

点和难点.在学习过程当中对全概率公式的理解不能局限于求古典

概型，实际上全概率公式应用广泛,比如可以应用于计算随机变量函

数的分布. 

2.2 构成二维随机变量 Z=g(X,Y)因 X,Y 的类别不同可分三类，

一类为 X,Y 都为离散型随机变量，则构成的二维随机变量 Z=g(X,Y)

一般也为离散性型的，可以利用离散型全概率公式去分析相关问

题，典型题型如 2018 年考研数学三第 22 题等；一类为 X,Y 都为连

续型随机变量，则构成的二维随机变量 Z=g(X,Y)一般也为连续型的，

可以用下面的知识点 2.3 去解答相关问题，典型题型如 2012 年数学

三第 23 题等，同时在小题中结合其它知识点出现的频率较高；但

近十年来有关求二维随机变量函数的热点题型为下面这种,已知连

续型随机变量X的概率密度函数为 f(x),离散型随机变量Y的分布率

为 P{Y=ki }=pi (i=1,2,⋯),设有二维随机变量函数 Z=g(X,Y),由分布函数

定义以及全概率公式可得 

ܨܼ (ݖ) = ܲ{ܼ ≤ {ݖ = ܲ{݃(ܺ, ܻ) ≤ {ݖ = ෍ ܲ{ܻ = ݇݅}ܲ{݃(ܺ, ܻ) ≤ ܻ|ݖ = ݇݅}݊
݅=1  = ෍ ܲ{ܻ = ݇݅}݊

݅=1
ܲ{ܻ = ݇݅ , ݃(ܺ, ܻ) ≤ ܻ}ܲ{ݖ = ݇݅} = ෍ ܲ{ܻ = ݇݅ , ݃(ܺ, ݇݅) ≤ ݊{ݖ

݅=1  
2.3 已知二维连续型随机变量(X,Y)的概率密度 f(x,y),假设 f(x,y)

在平面内的某个区域 D上取值大于零，则有 

ܲ{(ܺ, ܻ) ∈ {ܩ = ඵ ,ݔ)݂ ܩ∋(ݕ,ݔ)ݕ݀ݔ݀(ݕ = ൞ ඵ ,ݔ)݂ ܩ    ,ݕ݀ݔ݀(ݕ ∩ ܦ ≠ ,0ܦ∩ܩߔ ܩ                            ∩ ܦ =  ߔ

 
3、变量不相互独立 
在求解二维随机变量函数 Z=g(X,Y)的分布函数时需要注意两方

面的问题，第一为常规的求分布函数的问题，即需讨论 z 的不同取

值来确定 P{Y=ki,g(X,ki )≤z}的对应区域，第二为因为X,Y 不独立，

所以 P{Y=ki,g(X,ki )≤z}为求平面区域内的点对应的概率,计算难度一

般会大于相互独立的情况. 

例 1 、（ 2016 ） 设 二 维 随 机 变 量 (X,Y) 在 区 域

ܦ = ,ݔ)} 0|(ݕ < ݔ < 1, 2ݔ < ݕ < 上服从均匀分布，令{ݔ√ ܷ = ቄ1, ܺ ≤ ܻ0, ܺ > ܻ ,
求 Z=U+X 的分布函数

ܨܼ (ݖ)  
解  由已知条件易得

,ݔ)݂ (ݕ = ቊ3, 0 < ݔ < 1, 2ݔ < ݕ < 其它                                  ,0ݔ√ ， 

且
ܲ ൜ܷ ≤ 12 , ܺ ≤ 12ൠ ≠ ܲ ൜ܷ ≤ 12ൠ ܲ ൜ܺ ≤ 12ൠ 

知 U,X 不相互独立,则 ܼܨ (ݖ) = ܲ{ܼ ≤ {ݖ = ܲ{݃(ܺ, ܻ) ≤ {ݖ = ܲ{ܷ + ܺ ≤ =  {ݖ ܲ{ܷ = 1, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܷ = 0, ܺ ≤  {ݖ
= ܲ{ܺ ≤ ܻ, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܺ > ܻ, ܺ ≤    {ݖ

 
当 z<0 时， ܨܼ (ݖ) = ܲ{ܺ ≤ ܻ, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܺ > ܻ, ܺ ≤ {ݖ = 0 + 0 = 0 ; 
当 0 ≤ z<1 时 ܨܼ， (ݖ) = ܲ{ܺ ≤ ܻ, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܺ > ܻ, ܺ ≤ {ݖ = 0 + 3 න ݔ) − ݖݔ݀(2ݔ

0  
,      = 32 2ݖ − 3ݖ

 ; 

当 1 ≤ ݖ < 2 时 ܨܼ， (ݖ) = ܲ{ܺ ≤ ܻ, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܺ > ܻ, ܺ ≤ {ݖ = 3 න ൫√ݔ − 1−ݖݔ2൯݀ݔ
0 + 12 ,     

 
= 12 + ݖ)2 − 1)32 − 32 ݖ) − 1)2 

; 

当 z≥2 时，
ܨܼ (ݖ) = ܲ{ܺ ≤ ܻ, ܺ ≤ ݖ − 1} + ܲ{ܺ > ܻ, ܺ ≤ {ݖ = 12 + 12 = 1

. 

所以 Z=U+X 的分布函数为 

ܨܼ (ݖ) =
۔ۖەۖ
ۓ 0, ݖ                < 032 2ݖ − ,3ݖ          0 ≤ ݖ < 112 + ݖ)2 − 1)32 − 32 ݖ) − 1)2, 1 ≤ z < 21, ݖ                   ≥ 2

 

 
4、已知变量相互独立 

当 X,Y 相 互 独 立 时 ， 则ܲ{ܻ = ݇݅ , ݃(ܺ, ݇݅) ≤ {ݖ = ܲ{ܻ = ݇݅}ܲ{݃(ܺ, ݇݅) ≤ 即只需求对应的一维随, {ݖ
机变量相关概率,此类考题为近几年考研概率热门题型. 

例 2、（2017）设随机变量 X,Y 相互独立，且 X 的概率分布为ܲ{ܺ = 0} = ܲ{ܺ = 2} = 12 ,Y 的 概 率 密 度 函 数 为  ݂(ݕ) = ቊ2ݕ, 0 < ݕ < 10, 其它 ， 求 Z=X+Y 的概率密度. 

解   Z 的概率密度记为 FZ (z)，X,Y 相互独立，于是 ܼܨ (ݖ) = ܲ{ܼ ≤ {ݖ = ܲ{ܺ + ܻ ≤ {ݖ = ܲ{ܺ = 0, ܻ ≤ {ݖ + ܲ{ܺ = 2, ܻ ≤ ݖ − 2}  = ܲ{ܺ = 0}ܲ{ܻ ≤ {ݖ + ܲ{ܺ = 2}ܲ{ܻ ≤ ݖ − 2} = 12 ܲ{ܻ ≤ {ݖ + 12 ܲ{ܻ ≤ ݖ − 2}
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当ݖ < 0时，ܼܨ (ݖ) = 0; 

当0 ≤ ݖ < 1时，ܼܨ (ݖ) = 12 ܲ{ܻ ≤ {ݖ + 12 ܲ{ܻ ≤ ݖ − 2} = 12 ׬ 0ݖݕ݀ݕ2 + 0 = 22ݖ ; 

当1 ≤ ݖ < 2时，ܼܨ (ݖ) = 12 ܲ{ܻ ≤ {ݖ + 12 ܲ{ܻ ≤ ݖ − 2} = 12 ׬ 10ݕ݀ݕ2 + 0 = 12; 

当2 ≤ ݖ < 3时，ܼܨ (ݖ) = 12 ܲ{ܻ ≤ {ݖ + 12 ܲ{ܻ ≤ ݖ − 2} = 12 + 12 ׬ 20−ݖݕ݀ݕ2 = 12 + 22(2−ݖ) ; 

当ݖ ≥ 3时，ܼܨ (ݖ) = 12 + 12 = 1. 
 

所以 Z 的概率密度为      
݂ܼ (ݖ) = ቐ0         ,ݖ ≤ ݖ < ݖ1 − 2, 2 ≤ ݖ < 30,                 其它

 

 

例 3、（2019）设随机变量X,Y 相互独立,X 服从参数为 1的指数

分布，Y的概率分布为 
     ܲ{ܻ = −1} = ,݌ ܲ{ܻ = 1} = 1 − 令ܼ,݌ = ܻܺ,求ܼ的概率密度. 

  解  ܼܨ (ݖ) = ܲ{ܼ ≤ {ݖ = ܲ{ܻܺ ≤ {ݖ = ܲ{ܻ = −1, −ܺ ≤ {ݖ + ܲ{ܻ = 1, ܺ ≤  {ݖ
           = ܲ{ܻ = −1}ܲ{ܺ ≥ {ݖ− + ܲ{ܻ = 1}ܲ{ܺ ≤ {ݖ = ܺ}ܲ݌ ≥ {ݖ− + (1 − ܺ}ܲ(݌ ≤  {ݖ
因为 X服从参数为 1的指数分布，所以 ݂ܺ (ݖ) = ቊ݁−ݖ, ݖ > 00,    其它

，  ݂ܺ (ݖ−) = ቊ݁ݖ, ݖ < 00,    其它
 
 

则    
݂ܼ (ݖ) = ݂ܺ݌ (ݖ−) + (1 − ݂ܺ(݌ (ݖ) = ൜(1 − ,ݖ−݁(݌ ݖ > ݖ              ,ݖ݁݌0 ≤ 0   

例 4、（2020）设随机变量X1,X2,X3相互独立，其中 X1,X2均服从

标准正态分布，X3 的概率分布为
ܲ{ܺ3 = 0} = ܲ{ܺ3 = 1} = 12 , ܻ = ܺ3 1ܺ + (1 − ܺ3)ܺ2 ,证明随机变量 Y服从标准正态分布. 

证明   ܻܨ (ݕ) = ܲ{ܻ ≤ {ݕ = ܲ{ܺ3 1ܺ + (1 − ܺ3)ܺ2 ≤   {ݕ

= ܲ{ܺ3 = 0, ܺ2 ≤ {ݕ + ܲ{ܺ3 = 1, 1ܺ ≤   {ݕ
因为 X1,X2,X3相互独立  

ܨܻ  (ݕ) = ܲ{ܺ3 = 0}ܲ{ܺ2 ≤ {ݕ + ܲ{ܺ3 = 1}ܲ{ 1ܺ ≤   {ݕ
因为 X1,X2均服从标准正态分布 

 
ܨܻ (ݕ) = 12 (ݕ)ߔ + 12 (ݕ)ߔ =  (ݕ)ߔ

,所以 Y服从标准正态分布 

5、结论与认识 
本文研究的重点题型为求二维随机变量函数 Z=g(X,Y)的概率分

布，其中为X,Y 一个为离散型随机变量一个为连续型随机变量，从

本文的例题可以发现解答此类题型主要抓住全概率公式的思维，利

用其中的离散型随机变量将分布函数所对应的概率剖分求解;如果

变量不相互独立，则可能涉及到在不同区域内求概率即需要对应不

同区域进行二重积分，如果变量之间相互独立，则能转换为对应的

一维变量求相关概率，则相对计算比较简单.但是不管是何种情况，

我们都是用分布函数的定义法求二维随机变量函数的分布函数，都

会涉及到对应变量的范围讨论问题，这些都需要考生有一定的知识

积累，以及对二维随机变量分布函数、概率分布、密度函数的定义

以及彼此之间的相互连续有系统全面的理解与掌握，通过此文的学

习，希望考生都养成自己系统归纳知识点，对重点题型自行总结归

纳解题方法和应对技巧的习惯. 
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