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B2到 B7的一类逆紧全纯单项式 
丁思敏 

（吉林师范大学 数学学院  吉林四平  136000） 

摘要：本文根据已有的 B2 到 B4 单项式逆紧映照等价类, 利用张量积构造新的高维逆紧全纯映照的显式表达式, 并应用逆紧全纯

映照的定义对其进行验证. 
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一直以来, 数学家们对逆紧全纯映照这一课题有着浓厚的兴趣, 

二十世纪八十年代, S.Webster、J.Faran 、J.A.Cima 和 Suffridge 在该

领域先后取得了突破性进展. 1977 年, H.Alexander 证明了维数大于 1

时, 复空间 Xn 中单位球 Bn 到 Bn 的逆紧全纯映照是 Bn 上的自同构. 

1979 年, S.Webster 考虑了不同维复空间中单位球间的逆紧全纯映照

的几何结构, 证明了具有 3次连续可微边界的 Bn到 ( )2B 1 >+ nn 的逆紧

全纯映照是线性嵌入. 结合 J.Faran 及 F.Forstneric 的研究结果, 总结

出具有 ( )1- +nN
次连续可微边界的 Bn 到

)22B -< nNN（
的逆紧全纯

映照, 等价于线性嵌入[6]. 到了二十一世纪, 数学家们对此课题又有

了进一步的研究. 2001 年 X.Huang 和 S.Ji 发现, 当 3³n 时, 具有二

次连续可光滑边界的 Bn 到 1-2B n 的逆紧全纯映照等价于线性映照或

Whitney 映照[3]. 2005 年, 在 Hamada 工作的基础上, X.Huang, S.Ji 和

D.Xu 证明当 ( ) 4,33,2 ³-Î nnnN
时, 任意 Bn 到 BN 上的逆紧全纯有理

映照等价于形式 ( )0, ¢g
的映照.直到 2018 年,S.Ji 和 W.Yin 给出当 N 为

间隙区间上的边界点时, 单位球间逆紧全纯有理映照的等价情况[4]. 

1 定义 

1.1 全纯函数[5] 

定义 1.1.1 设 X 为复平面,  ( ){ }nizzz in
n ,,1,:,,1 LL =Î= CC 为

 ( )1>nn 维复线性空间.Xn 中的连通开集Ω称为域, 当Ω有界时称为

有界域. 

定义 1.1.2 设Ω是 X 中的域, 若复值函数 C®W:f 在点
0z

的

某一邻域内可导, 则称 f 在点
0z

解析. 

定义 1.1.3 设Ω是 X 中的域, 若复值函数 C®W:f 在Ω内每一

点都解析, 则称 f 在Ω内解析,  f 是Ω内的一个解析函数, 也叫全

纯函数. 

定义 1.1.4 设Ω是 Xn 中的域, 函数 C®W:f 是连续可微的, 若

对 Xn 中每一点 ( )nzzz ,,1 L= , 都有
 ( )nj

z

f

j

,,10 L==
¶
¶

, 则称

 f 是Ω上的全纯函数. 

1.2 全纯映照[5] 

设映照 ( ) mn
mfff CC ®= :,,1 L 是连续可微的, 若对 Xn 中每一点

 ( )nzzz ,,1 L= 都有
 ( )njmi

z

f

i

i ,,1;,,10 LL ===
¶
¶

, 则称 f 是全纯映照. 

1.3 逆紧映照[6] 

设 X,Y 是拓扑空间, 一个连续映照 YXf ®: 是逆紧的,当且仅

当对于任何紧集 ( )KfYK 1, -Ì 在 X 中是紧的. 

1.4 逆紧全纯映照[6] 

设 W¢W, 是有界域,设映照 W¢®W:f 是全纯的, 且是逆紧的, 

则 W¢®W:f 是逆紧全纯的. 

1.5 逆紧全纯有理映照[10] 

设Ω是Xn中的域,  W¢是Xm中的域,  mnf CC ®W¢®®W: 是一

个逆紧全纯映照, 若它可以写成 qP / 的形式, P 和 q 都是逆紧

全纯多项式映照, 则称其为逆紧全纯有理映照. 

1.6 张量积[7] 

设Ω是 nC 中的域, 映照 nf C®W: 和 Ng C®W: 均是全纯映照, 

定义 f 与 g 的张量积为 ( )Nnn gfgfgfgfgfgf ,,,,,, 2111211 LL=Ä . 

2 定理 

2.1 引理[10] 

设 W¢W, 是有界域, 全纯函数 W¢®W:f 是逆紧的, 当且仅当

序列 { } W¶®kz 时, 序列 ( ){ } W¢¶®kzf . 

证明Ü如果序列条件不成立, 则存在子序列 ( ){ }kzf 收敛到

 W¢内一点 ( ){ }kzf .  

和它的极限值构成 W¢的紧子集.  ( ){ }kzf 的逆像是 { }kz 的子序

列, 并趋于 W¶ 因此,紧子集的逆像不是紧集, 故逆紧的定义知, 映

照 f 不是逆紧映照. 矛盾. 因此,若全纯映照 W¢®W:f 是逆紧的, 

则序列 { } W¶®kz , 序列 ( ){ } W¢¶®kzf . 

Þ假设 k 是 W¢内的紧集, 由连续性知,  ( )Kf 1- 是闭的, 为

了证明紧致性, 只需要再证明 ( )Kf 1- 是有界的. 反之, 在 ( )Kf 1-

内找到序列 { }kz , 并且其趋于 W¶ .设 ( ){ }kzf 位于紧集 K 内, 从而

 ( ){ }kzf 有界. 与 ( ){ }kzf 趋于 W¢¶ 矛盾.因此, 当序列 { } W¶®kz , 

序列 ( ){ } W¢¶®kzf 时, 则 ( )Kf 1- 一定是紧的, 所以 f 是逆紧映

照. 

2.2 定理[8] 

设 4242 :,: BBgBBf ®® 是逆紧全纯映照, 设 f 的值域

有 直 和 分 解  .4 ^Å= AAB 设  aAaAB -=== ^ 4dim,dim,4dim 4 . 则

 ( ) ( ) ^ÅÄ=
AA fgffgAE )(, 为 B2 到  43 +aB 的 逆 紧 全 纯 映 照 , 其 中

 31 ££ a . 

2.3 引理[8] 

设Ω是 Xn 中的有界域. Mn BgBf ®W®W :,: 是逆紧全纯映照, 
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设 f 的值域有直和分解 .N ^Å= AAB 设 

 MBNBaNAaA MN ==-== ^ dim,dim,dim,dim . 则 

 ( ) ( ) ^ÅÄ=
AA fgffgAE )(, 为Ω到 ( ) NMa +-1 维单位球的逆紧全纯映

照.其中 11 -££ Na . 

证明   ( ) ( ) ^ÅÄ=
AA fgffgAE )(, 为全纯映照, 现在只需证明映照

E 是逆紧的即可. 令Ω中一点 W¶®z . 因为 g 是逆紧的, 所以

 1
2 ®g . 

由  222222
^^ +=+Ä=

AAAA fgffgfE 可 知 ,  2
E 与

 222
fff

AA =+ ^ 有 相 同 的 极 限 . 又 因 为  f 是 逆 紧 的 , 所 以

 1
2 ®E , 从而 E 是逆紧的. 

因为 BN 是 Xn 中的有界域, 所以引理 2.3 可变为: 

设 MnNn BBgBBf ®® :,: 是逆紧全纯映照, 设 f 的值域有直

和分解 .N ^Å= AAB 设 MBNBaNAaA MN ==-== ^ dim,dim,dim,dim .则

 ( ) ( ) ^ÅÄ=
AA fgffgAE )(, 为 Bn 到 ( ) NMaB +-1 的逆紧全纯映照, 其

中,  11 -££ Na . 

2.4 定理[9] 

单项式逆紧映照 42: BBf ® 等价于下述的其中之一: 

( )0,0,,wz
； 

( )0,,,2 wzwz
； 

( )0,,2, 22 wzwz
； 

( )0,,3, 33 wzwz
； 

( )3223 ,3,3, wzwwzz
； 

( )wzwwzz ,,, 23

； 

( )wzwwzz ,,, 222

； 

( )2222 ,2,2, wzwwzz
； 

( )2223 ,2,3, wzwwzz
； 

( )322 ,2,, wzwwzz
； 

( )334 ,3,, wzwwzz
； 

( )wzwwzz ,,3, 324

； 

( )5235 ,5,5, wzwwzz ； 

( )2sin,sin,cos, wzwwz qqq
；

 

 

 ( )wwzwz qqq sin,cos,cos1, 222 + 其中
 

2
0

pq << . 

3 构造 

根据定理 2.4, 利用 B2 到 B4 的逆紧全纯映照, 我们构造出部分

B2 到 B7 的逆紧全纯映照. 设 ( ) ( )0,0,,, wzwzf = , 选取由 ( )0,0,0,1 生成

的子空间作为 A 来分解 f , 利用上述 B2到 B4的逆紧全纯映照的显式

表达式, 并利用 ( ) ( ) ^ÅÄ=
AA fgffgAE )(, 进行计算, 得到 

(1)当 ( ) ( ) ( ) ( )0,,,,,0,0,,, 2 wzwzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,0,,,, 23
1 wzwwzzlfgAE == ; 

(2)当 ( ) ( ) ( ) ( )0,,2,,,0,0,,, 22 wzwzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,0,,2,, 223
2 wzwwzzlfgAE == ; 

(3)当 ( ) ( ) ( ) ( )0,,3,,,0,0,,, 32 wzwzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,0,,3,, 323
3 wzwwzzlfgAE == ; 

(4)当 ( ) ( ) ( ) ( )3222 ,3,3,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,3,3,, 32233
4 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(5)当 ( ) ( ) ( ) ( )wzwwzzwzgwzwzf ,,,,,0,0,,, 223== 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,,,, 2234
5 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(6)当 ( ) ( ) ( ) ( )wzwwzzwzgwzwzf ,,,,,0,0,,, 222== 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,,,, 2233
6 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(7) 当  ( ) ( ) ( ) ( )2222 ,2,2,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf ==

时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,3,3,, 32233
7 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(8)当 ( ) ( ) ( ) ( )2223 ,2,3,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,2,3,, 22234
8 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(9)当 ( ) ( ) ( ) ( )322 ,2,,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,2,,, 32232
9 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(10) 当  ( ) ( ) ( ) ( )334 ,3,,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf ==

时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,3,,, 3245
10 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(11) 当  ( ) ( ) ( ) ( )wzwwzzwzgwzwzf ,,3,,,0,0,,, 324==

时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,,3,, 3235
11 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(12)当 ( ) ( ) ( ) ( )5235 ,5,5,,,0,0,,, wzwwzzwzgwzwzf == 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,,5,5,, 52246
12 wzwwzwzzlfgAE == ; 

(13)当 ( ) ( ) ( ) ( )2sin,sin,cos,,,0,0,,, wzwwzwzgwzwzf qqq== 时 

有 ( )( ) ( )0,0,,sin,sin,cos,, 222
13 wzwwzzwzlfgAE qqq== ; 

(14) 当  ( ) ( ) ( ) ( )wwzwzwzgwzwzf qqq sin,cos,cos1,,,0,0,,, 222 +==

时 

有 ( )( ) ( )0,0,,sin,cos,cos1,, 2223
14 wzwzwwzzlfgAE qqq+== . 

证明  为了验证这个映照是 2B¶ 到 7B¶ 的映照, 只需证当

 1
22 =+ wz 时 , 有  1

2 =E 成 立 , 由 于 表 达 式 较 多 , 现 证 明

 131131 ,,, llll 进行证明, 其余证明同理可证. 

(1)由 1
22 =+ wz 得到 

 00
222222222232
+++++++= wzwwzzwwzzE  

 4422422246
wwzwzwzwzz +++++=  

 4222222224
)( wwzwzwzwzz +++++= ）（  

 4224
2 wwzz ++=  
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1

222

=

+= ）（ wz
 

所以该映照是 2B¶ 到 7B¶ 的映照, 即 ( )wzl ,2 是逆紧的. 

（2）由 1
22 =+ wz 得到 

 2222223232
wzwwzwzzE ++++=  

 22244266
wwzwzwzz ++++=  

 ( ) 22222246
wwzwzwzz ++++=  

 222246
wwzwzz +++=  

 2224
wwzz ++=  

 22
wz +=  

 1=  

所以该映照是 2B¶ 到 7B¶ 的映照, 即 ( )wzl ,3 是逆紧的. 

（3）由 1
22 =+ wz 得到 

 22232
2

3252
3 wzwwzwzzE ++++=  

 222642610
3 wwzwzwzz ++++=  

 ( ) 22264222610
3 wwzwzwzwzz +++++=  

 2224446288
22 wwzwzwzwzz +++++=  

 22244468
2 wwzwzwzz ++++=  

 222246
wwzwzz +++=  

 2224
wwzz ++=  

 22
wz +=  

 1=  
所以该映照是 2B¶ 到 7B¶ 的映照, 即 ( )wzl ,11 是逆紧的. 

（4）由 1
22 =+ wz 得到 

 222222222
sinsincos wzwwzzwzE ++++= qqq  

 24222422224
sinsincos wwzwzwzz ++++= qqq  

 ( ) 2222222224
sincos wwzwzwzz ++++= qq  

 22222224
sincos wwzwzz +++= qq  

 2224
wwzz ++=  

 22
wz +=  

 1=  

所以该映照是 2B¶ 到 7B¶ 的映照, 即 ( )wzl ,13 是逆紧的. 
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