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一道典型最值问题的一题多解

廖书苗

西华师范大学数学与信息学院　四川南充　637000

摘　要：最值问题是一种常见的题型，通常涉及多个变量，且约束条件繁多，笔者以一道典型最值问题为例，进行解题方

法的创新型研究，分别从代数角度和几何角度思考，赏析它的四种不同的解法，来体会这种题型存在的解题规律，现与读

者分享、交流，以期抛砖引玉。
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在浩瀚的数学宇宙中，最值问题是高中数学学习的基

础，通常可以和不等式结合起来求解，其解题方法多样。

本文通过系统整理一道高中数学中最值问题的典型例题的

一题多解方法，即基本不等式法、函数切线法、万能参数

k 法和拉格朗日乘数法策略，使学生达到会做最值问题，

能有多种方法解最值问题的水平。让学生能够深刻理解最

值问题的本质，有技巧的梳理最值问题的解题思路，掌握

有效的求解方法，进而培养解决复杂实际问题的能力。

例题：已知 1,0,0 =+>> baba ，求 22 ba + 的最小值

1. 基本不等式法

解 ，知 ，

，

当且仅当
2
1

== ba 时取等。

思路：首先，当要解决数学问题时，第一步需要明确

题目要求求解的是最大值、最小值，或者是其他特定的数值，

比如是否是某个特定范围的解集等等。第二步要判断这个

问题是否适合用基本不等式法来解决。“利用基本不等式

求最值”问题，是在学生了解基本不等式的生成过程及其

代数证明和几何解释之后进一步学习的内容，是对基本不

等式理解的进一步加强，突出了基本不等式的工具性作 用。

基本不等式法是一种强有力的数学工具，通常在处理涉及

多个变量的表达式时具有独特的优势，特别是当问题涉及

到多个量的和、积，或者与平方、平方根等相关的表达式时，

使用基本不等式法是一条简洁有效的解题路径。在本题中

已知两个未知数之间的关系 1=+ ba ，求解时可以考虑通

过基本不等式的灵活转换解答。

以本题为例，利用基本不等式法解最值问题的一般方

法为：

① 识 别 问 题： 求 22 ba + 的 最 大 值， 条 件

1,0,0 =+>> baba 。②转换问题：按照题干已知条件和所

求最值的结构特点，将 22 ba + 转化为 ③套用基

本不等式：利用基本不等式转换得到 ，即可带入得

④ 确 定 最 值： 整 合

题目给出条件和推导出的结论，求出最小值。当且仅当

2
1

== ba 时，等号成立，所以 22 ba + 的最小值为
2
1 。⑤写出

答案：
22 ba + 的最小值为 2

1
，当且仅当

2
1

== ba 时取到。

总的来说，在审视一个数学最值问题时，我们不仅需

要敏锐地识别题目要求，即要求求解的具体目标（是最大

值还是最小值），还需要仔细地分析问题的数学结构，判

断其是否适合运用基本不等式法来求解。而这种对问题涵

义的深入理解和分析，正是通往正确解答的关键所在。

2. 函数切线法

解 注意到函数

4
1

2
1)( 2 −=== xyxxxf 处有切线在 ， 从 而 由

2)( xxf = 的 凸 性 知
4
1)( 2 −≥= xxxf 恒 成 立， 则
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2
1)

4
1()

4
1()()( =−+−≥+ babfaf ， 当 且 仅 当

2
1

== ba 时取等。

思 路： 以 函 数 的 视 角 思 考 这 道 题， 发 现 问 题 中

22 ba + 中两个变量都是平方的形式，一个有效且直观的

解题策略是构造一个包含这两个变量的函数，于是可以构

造函数 2)( xxf = 。这一步至关重要，基于函数和方程的

紧密联系，将其转换为函数切线问题，运用数形结合的方法，

利用函数的性质来探究问题，让学生注意到函数切线和函

数图像的联系，结合问题条件，就能得到最值的具体大小。

本题中，将问题转化为函数的切线问题是一种十分巧妙的

方法，通过数形结合的方法，可以引导学生观察并理解函

数切线和函数图像之间的动态关系，再结合题目给出的具

体条件，例如变量的取值范围、所给的约束条件等等，可

以进一步缩小范围，并综合运用函数的单调性、极值、题

目中的特定条件等等来解决问题。这一思考过程一方面可

以锻炼学生的数学分析能力，另一方面可以加深学生对函

数与方程、数与形之间内在联系的理解。

函数切线法解最值问题的一般方法为：

① 识别问题并确定目标函数：首先，明确题目要求求

解的最值类型（最大值或最小值）以及相关的约束条件，

根据题目条件构造或确定一个目标函数。② 求导数：对目

标函数求导，得到其导数函数。③分析导数：令导数等于

0，解方程得到极值点；判断单调性，分析导数在极点两侧

的符号变化，确定函数在这些区间上的单调性；确定极值。

④利用切线法寻找最值：首先构造切线，再分析切线与目

标函数在特定区间上的相对位置关系。如果切线在整个区

间上都位于目标函数之上（或之下），则可以通过切线来

估计目标函数在该区间上的最大值（或最小值）。⑤验证

最值。

3. 万能参数 k 法

解 设 122)1( 22222 +−=−+=+= aaaabak

，从而 0122 2 =−+− kaa 具有实根，对应的判别式

2
1,048)22(44 ≥≥−=−−=∆ kkk 解得 ， 从 而

2
122 ≥+ ba ，当且仅当

2
1

== ba 时取等。

思路：在高中数学中，并没有一个严格意义上的“万

能参数 k 法”能够直接解决所有类型的最值问题。但确

实在很多情况下可以通过引入参数 k 来简化问题或转换

问题的形式，能够更容易地找到最值，从而更高效的解

决某种类型的最值问题。这种方法并不是一种固定的算

法，该方法的核心是它的灵活性，他并不是一种机械式的

算法，而是需要根据具体问题的特点和需求进行灵活巧妙

运用的。在实际操作中，可能会遇到一些包含多个变量和

复杂表达式的最值问题，我们可以尝试引入一个参数 k
，将原问题中的部分用 k 进行等价代替。在本题中，可

以 将 22 ba + 用 k 等 价 代 替， 有 22 bak += ， 从 而 可

以得到一个在形式上更加简洁的新问题，更加便于我们

后续的处理，再由题干给出的关系式 1=+ ba ，即得到

ab −=1 ，二者结合化简和整理，逐步消去多余的变量，

得到一个只含有一个未知数的表达式，通常这个表达式往

往是一个关于 k 的一元二次方程或不等式，在本题中为

122)1( 22222 +−=−+=+= aaaabak ， 由 此 就

能将问题转化为一元二次方程求解问题。所以在有多个未

知数的复杂问题中，可以用 k 巧妙化简求解，这种方法的

关键是找到恰当的等价替换方式，需要学生对问题的结构

和性质有较为深入的理解。

万能参数 k 法解最值问题的一般方法为：

①识别问题并引入参数：明确题目要求求解的最值类

型（最大值或最小值）以及相关的函数或表达式。然后，

根据问题的特点，尝试引入参数 K 来简化或转换原问题。

②构造新的函数或表达式：利用引入的参数，构造一个新

的函数或表达式。③分析新函数或表达式的性质：对新构

造的函数或表达式进行分析，包括求导、判断单调性、找

极值点等。这些步骤有助于确定新函数或表达式的最值点。

④利用参数求解原问题的最值：在找到新函数或表达式的

最值点后，通过回代参数 K 的值，求解原问题的最值。这

可能需要解方程、比较大小等步骤。⑤ 验证答案。

 4. 拉格朗日乘数法

解 约 束 条 件 01),( =−+= babaφ ， 拉 格 朗 日
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函 数 )1(),( 22 −+++= bababaL λ ， 得 到 方 程 组









=−+=
=+=
=+=

01
02
02

baL
bL
aL

c

b

a

λ
λ

，解得















−=

=

=

1
2
1
2
1

λ

b

a

，

对应于极值点 )
2
1,

2
1(),( =ba , 在此处的黑塞矩阵









20
02

为正定的，从而
),( ba

为条件极小值点，从而为

最小值点
2
1)

2
1,

2
1(),( =≥ LbaL

在计算时，有时拉格朗日乘数法得到的极值点是唯一

的，且通常就是最值点。可以通过配凑不等式的方法辅助

证明极值点为最值点。如本题，求得 )
2
1,

2
1(),( =ba ，可

作如下的不等式说明

2
1

2
1)

2
1()

2
1(1)1( 22222222 ≥+−+−=+−+−=−+−+=+ babbaabababa

，当且仅当 2
1

== ba 时取等，从而
22 ba + 的最小值为 2

1

本题立足基础但又简约不凡，既回归本质，又聚焦通性。

由此，最值问题解法多种多样，不仅有本文所提到的四种

方法，还有三角换元法、几何画图法等多种有效的解题方

法。三角换元法是指在处理包含三角函数或可以用三角函

数进行化简的表达式中，通过引入适当的三角函数变量，

可以化简原问题中的复杂表达式，更加简洁的找到最值，

要求学生对三角函数的性质有较高的理解；几何画图法

是一种更为直观的解题方法，且更富有创造性，更加适

用于可以通过几何图形进行直观表示的问题，学生可以

利用画图的方法，更加清晰的看到问题中每个元素之间

的关系，从而更加容易找到解决问题的线索，这种方法

能够激发学生的创新思维。这些方法都十分有效，但在解

决具体问题时要酌情选择最适合的方法，这要求学生能够

对各种解题方法的特点有了解，可以根据问题的具体情况

进行多样化的选择。

学生在解题活动中，通过学习和掌握对最值问题的多

种解题方法，根据已有的知识体系，发现知识间的组合和

串联，寻找思维路径，强化模型意识，感悟思想方法，积

累活动经验，不仅能拓展学生思维的宽度，还能促进学生

思维的深度发展，让学生学会从多个角度审视问题，解决

问题并能找到问题的最优解，来培养学生更加全面和深入

的数学思维能力，这种能力不仅仅在数学学习中至关重要，

还在学生未来的工作和学习中也发挥巨大的作用。学之道

在于悟，教之道在于度，只有回归学生视角，让他们经历

思辨，生成自我的理解和感悟，才能积累活动经验，使其

能力得到提升。
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