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基于“板凳龙”螺旋线动态运动模型设计的研究

王瑞琳 于鹏程 王新博 张 茹*

华北理工大学数学建模创新实验室 河北唐山 063210

摘 要：本文主要将传统风俗“板凳龙”抽象成沿等距螺旋线的运动过程，通过建立螺旋线运动轨迹模型和碰撞检测

模型完成确定最小螺距、调整圆弧以减小调头曲线和确定龙头最大行进速度的问题。

首先建立螺旋线运动轨迹模型，由几何关系和相对位置，迭代法表示出各点的位置和速度，利用 Runge-Kutta 求解。

探究相邻点的距离关系，建立碰撞检测模型，优化求解最小螺距。通过改变两条圆弧的圆心角，建立 S 形路径优化

模型，采用梯度下降法寻找函数最小值。

最终解得在最小螺距为 46cm，得到曲线的最短路径为 13.48m 的情况下，能够保证螺旋线运动过程中不发生碰撞。经

灵敏度检验，该复合模型灵敏度较高，适应度较强，可扩展适用于其他领域的相关螺旋线运动中。

关键词：螺线运动轨迹模型；Runge-Kutta；碰撞检测；遍历算法；优化模型

一、问题分析
1.1 问题背景

板凳龙表演将上百条装饰有龙形图案的长板凳串联起

来，板凳龙会沿着螺旋线的路径进行移动盘旋，在保证参与

者流畅协调的盘入和盘出情况下，舞龙队的速度越快且所占

面积越小，观赏性越好
[1]
。

为模拟出这一动态过程，本文将建立基于螺旋线运动的

数学模型，模拟板凳龙的运动轨迹，进一步完善整个队伍的

运动模型，为优化实际的舞龙活动提供理论依据。

二、问题分析
本题的核心在于准确描述板凳龙沿螺线盘入时的运动

过程，由于盘入路径为阿基米德螺旋线
[3]
，确定螺线的中心

点为坐标原点建立直角坐标系进行计算，据此可通过建立螺

线方程和运动学公式，建立螺旋线运动轨迹模型。计算龙头

与各个龙身前把手的位置和速度。判断在盘入过程中什么时

刻会发生碰撞，需要综合考虑螺线方程和距离公式，设定约

束条件对距离阈值进行碰撞二分法判断。明确舞龙盘入螺旋

线经过边界的约束条件，同时螺距不能无限小，满足上述两

者的情况下，建立优化模型。利用遍历的方式不断缩小步长，

最终呈现出最优解。在考虑前一段圆弧和后一段圆弧连接点

的平滑性，保证板凳龙表演过程中不会发生方向的突变。通

过调整第一段圆弧和第二段圆弧的圆心角，建立 S形路径优

化模型。采用梯度下降法寻找函数最小值，使得路径的总长

度为最小值。

三、模型假设与约定
1.板凳龙表演路径视作阿基米德螺旋线，且螺旋线始终

保持水平。

2.板凳之间连接的把手不可伸缩，且孔径与把手间的连

接处无摩擦力。

3.每个板凳视为一个质点，其质量集中于把手中心。

4.龙头前把手在一般情况下的速度始终保持 1 m/s，方

向始终沿着螺线切线方向。

5.不考虑尚未经过龙头初始位置的节点的速度和位置，

均记作未进入。

四、模型建立与求解
4.1 螺旋线运动轨迹模型的建立与求解

板凳龙的表演路径是沿等距螺旋线进行，为了方便分

析，针对板凳龙的运动轨迹，将其投影到水平面上，建立以

螺线中心为原点的平面直角坐标系。

4.1.1 模型的建立与求解

首先利用极坐标描述螺线的形状，由于已知龙头前把手

的速度为 1m/s 始终保持不变，则龙身与龙尾的速度也可表

示。随着时间推移，龙头所走的弧长增加，可以得到任意时

刻 t 时，对应龙头前把手的 ( )h t 和 ( )hr t ，进而确定龙头前

把手的位置。

由 于 最 终 积 分 为 2 '1 1b      ， 无 显 式 解 。

Runge-Kutta 法是求解常微分方程的初始有效数值方法，被

广泛使用。运用数值计算的方法求解连续性问题时，需要将

连续问题转化为离散问题，进而采用迭代的方式求解差分格

式的离散方程。主要思想就是将微分方程的解进行离散化，

将其转化为一系列逼近值，采用四阶 Runge-Kutta 方法进行

求解，具有高精度和稳定性。
[5]

Runge-Kutta 法求解该隐式微分方程步骤：

Step1：确定初值问题：给定初始条件 0 0( )y t y 和初始

时间 0t
Step2：计算四个斜率估计

[6]
：

Step3：根据四个斜率不断更新估计计算下一个时间点

的解 1ny 
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Step4：进行迭代将确定好的 1 1,n ny t  作为下一个时间

步长，重复 Step2，Step3，达到所需范围。

（3）迭代每秒各点的坐标

龙头弧长公式可以用板凳龙由龙头板凳 3.41m、龙身和

龙尾板凳 2.2m 组成，确定各点的位置。

（4）每秒各个点速度求解

由于上述已知各点的坐标 ( , )i i iL x y ，由此可确定切

向量的大小与方向，利用后把手中心的坐标求解出其方向向

量，找到前把手与后把手的旋转中心。

Step1： 2 2 cos tan yx y b
x

   求导

Step2：根据切向量求解过端点垂直于切向量的直线，

求直线交点确定转动中心的坐标，假设 ( , )d d
i i in x y


，则根

据 ' 0i in z 
 

， ' '( , )i i in y x 


确定。

Step3：通过板凳中心到把手的距离之比，确定把手的

速度之比

则最终利用
1 1

i i

i i

v l
v l 

 ，利用距离板凳中心距离把手的距

离，确定把手的速度。由于时间步长较大，且稳定性要求程

度较高。对于该项式采用隐式差分法，即前项差分方式。

由于在初始时，后续节点尚未经过龙头初始位置，不考

虑其速度，均记作 0。在 300s 内，各龙身节点的速度均呈

现一定程度的递减。分析速度变化有如下原因：

（1）根据牛顿第一定律，物体在没有外力的作用下，

倾向于维持原状。龙头受到表演者的外力推进，龙身在没有

足够外力作用，其余部分随着龙头移动而移动，相对于龙头

保持静止，龙头方向变化较快，而龙身需要时间和力量适应

龙头速度。因此随着龙身长度的增加，速度因为惯性而相对

减弱。

（2）由于板凳龙的连接方式不灵活，板凳间的相互作

用会导致龙头运动状态不会立即转递到龙身各个部分，因此

速度逐渐减小，物理学中称为阻尼现象。

速度的减小反映了板凳之间相互作用的影响，符合物理

规律，并且减小幅度平稳，没有突变或不合理的速度波动。

随着时间推移，板凳之间的相互作用显著。龙头以恒定速度

运动，而后面的板凳由于需要进行复杂的旋转调整，速度逐

渐减小，这种速度递减的模式是合理的。

4.2 碰撞检测模型

本题首先考虑板凳的宽度和相邻板凳之间的最小距离，

在距离过近或小于安全距离时，终止盘入进程。

根据螺旋线公式，已然得知各个点在各个时间的位置信

息，对于每个时间步长，计算相邻板凳之间的距离，检测是

否出现板凳前把手的位置相差最小安全距离。

4.2.1 模型建立

不能确定龙头所走过的路径中，龙身重复行走时一定不

会触碰龙身。首先判断龙头与龙身发生碰撞的情况。

求解出环外的龙身把手的直线方程，判断顶点是否会落

入龙头四个顶点所确定的矩形框。将龙头把手所确定的直线

方程平移至板凳边界，计算顶点到达两条边界的距离之和，

所得结果如果小于或等于 0.3m，则证明发生碰撞，停止盘

入；反之没有碰撞，将继续盘入。

据此，如果龙身中的顶点距离龙头所确定的两条边界线

之和等于板凳宽度 0.3m，则说明发生碰撞。接下来对龙头

与龙身之间；龙身与龙身之间进行遍历。比较时间的大小，

选择最短时间作为碰撞安全时间
[8]
。

4.2.2 模型结果与分析

根据程序显示，碰撞发生时距离初始时刻为 412.6s。

根据碰撞发生时的结果显示，各个节点在螺线上的位置分

布。可以看出整个画面呈现出有规律的螺旋结构，展现出其

在特定时间的运动状态，按照一定规律向中心靠近，可据此

预测舞龙队不同时刻的运动方向和趋势。

4.3 沿边界盘入最小螺距模型

本题所给出的调头空间是直径为 9m 的圆形，因此其半

径为 4.5m，且要求龙头前把手的运动需要沿着螺线盘入这

个掉头空间的边缘。因此需要选择合适的螺距，使得龙头在

一定圈数后距离螺线原点的距离为 4.5m。

4.3.1 模型建立

将所求解的最小螺距理解为满足题目约束条件下的最

小螺距，首先在边界上需要满足龙头的径向距离为 4.5m；

同时龙头所走过的路程与螺旋线之间的关系条件；以及整个

过程中不能发生板凳间的碰撞，建立优化模型。

（1）边界约束

假设板凳龙已经盘入了 n圈。D为所求最小螺距，为保

证龙头盘出时刚好达到调头空间如图所示，则 4.5r m ，据

此可判断出
4.5
2

D
n

 。

（2）螺旋线长度与时间的关系

e 表示为龙头盘入极径为 4.5m 的掉头空间边界时的极

角，所以 ( ) 4.5
2

e
e

pr 


  ，据此求解终止时刻所对应的极角

4.5 2
e p

 
 。

（3）行进约束条件

龙头始终保持 1m/s 的速度行进，总的路程等于从起点

到达调头空间边界所走的总螺线长度。

（4）碰撞约束条件

求解最小螺距仍需要保证，各个板凳之间不发生碰撞。

如果螺距设置的过小，曲率过大，在行进时会发生碰撞。所

以设定 dp 为临界值，建立几何约束条件。综合以上条件，

将螺距 p和碰撞条件下的临界螺距 dp 结合起来，得到优化

过后的最小螺距。

4.3.2 模型求解

首先定义优化的目标是，螺距尽可能小。由于舞龙队初
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始起点未发生变化，龙头前把手在直角坐标系中仍为（8.8，

0），所以距离到达掉头空间的极限大的情况下螺距为

8.8 4.5 4.3m  ；而把手中心均位于螺线上，板凳宽为

0.3m，故调头空间的极限小情况下为 0.3m 。利用二分法对

该模型进行求解步骤为：

Step1：明确搜索区间为[0.3m，4.3m]

Step2：计算区间中点，比较中点数据所求结果与目标

数据的关系。

Step3：更新区间，不断查询，迭代重复 Step2。

锁定在（0.6m~0.5m）范围内，提高测量准确性，将步长

设定为 0.01m。最终求解得出最小螺距为 46cm，即在保证板

凳龙沿着螺线盘入边界，且不发生碰撞的最小螺距为 46cm。

4.4 S 形路径优化模型

4.4.1 模型建立

假设第一段圆弧的半径为 1r ，第二段圆弧的半径为 2r 。

根据题目要求可知第一段圆弧半径是第二段圆弧的两倍。

调头路径总长度即为两端圆弧之和，根据几何关系，求

解第一段圆弧和第二段圆弧的圆心角 1 2,  之间的关联，为

确保两段弧线连接点出保持平滑，则需要保证两端圆弧在该

点的切线斜率一致。

通过调整 1 2,  ，使得曲线与螺线相切且路径最短，二

者连接处保持平滑连接，即二者斜率 1 2T T 。由此建立双变

量单目标优化模型。

4.4.2 模型求解

利用梯度下降算法，寻求函数的最小值。由于其迭代方

向沿着函数梯度的负方向进行，减少函数值。

优化 所得 1 3.0054r m ， 2 1.5027r m ， 1 9.48   ，

2 9.49  。此时路径最短 13.48totalL m 。优化结果表示能够

调整圆弧，保证弧线相切的情况下，调头路径最短，路径最

短为 13.48m。

五、模型检验与灵敏度分析
5.1 调整螺距，探究最短调头路径

针对问题四寻求最短调头路径问题，通过改变螺距，探

究板凳龙的运动规律，范围设定在 0.5m~2m。

有最小弧长，其余皆不存在要求圆弧，存在的最小圆弧随

螺距的增加而逐渐减小，0.5-1.3 处的点近似呈线性关系，

1.7-1.9处的点近似呈线性关系，且斜率小于前者，说明其最

短弧长的减少幅度降低，基本在此数值附近波动，可见此模型

能很好的反应板凳龙调头的运动规律，体现了模型的准确性。

5.2 改变调头空间圆形半径

改变旋入圆的半径，范围是 2.5-6m，发现只有 2.5m，

4m，4.5m，6m 存在最小圆弧长，且近似呈线性增加，可以

看出旋入圆的半径对最小圆弧长的影响比螺距较大，验证了

模型的准确性。

六、模型的评价与推广
通过建立和分析螺旋线运动轨迹模型、碰撞检测模型、

调头路径优化模型，采用 Runge-Kutta 法、遍历法、梯度下

降法、二分法、数值模拟法等方法，为解决板凳龙队伍的运

动问题提供了科学的理论依据。这些模型不仅在特定问题中

表现出色，还具有较强的适用性和推广价值。

首先，螺距、调头路径以及龙头最大速度的确定，为“板

凳龙”这项民族文化遗产活动提供了一定的理论基础。避免

了在表演过程中碰撞情况的发生，同时，缩短螺距，加快速

度，使表演更具观赏性。

除此之外，在机械工程领域，空间航行技术等领域，对

于相关自动化器械以及飞行器的路径规划、转向优化、实时

避障以及速度控制等方面的应用有广泛的应用潜力，为实现

高效、协调、安全的运动和互动过程提供了坚实的理论和技

术支持。
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