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变式训练在高中数学解题教学中的应用探究

何佳莉	

西华师范大学　四川南充　637000

摘　要：在如今高中数学教育大环境中，双减政策的实施使得中小学教学面临着前所未有的挑战，需要我们对现有的教育

教学方式进行创新与改革，这极大推动了高中数学教学的发展，也意味着高中数学的教学需要更有效率，更有质量。而应

用变式训练就成为解决当前教育教学困境的方案之一，提高了教师教学质量，减轻了学生学习负担。基于此背景，本文旨

在说明变式训练如何在高中数学中成为助推器，以及我们如何使用变式训练这一助推器使之成为高中数学学习的加速剂，

进一步探究变式训练教学教法。
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1.	变式训练概述

1.1 变式训练的概念

所谓变式训练，即“变式 + 训练”。变式的前提是其

他教学条件不变，变式的含义是变化概念和规则，紧接着

通过练习来训练学生掌握知识点以及解题的能力。在高中

数学的教育教学中，变式训练是非常常见的一种教师用于

传授新知和检验旧知的方法，也是知识转化为技能的关键

途径 [1]。

1.2 变式训练的类型

1.2.1 一题多解，培养学生发散性思维

一题多解是变式训练的一种，俗话说“一千个读者就

有一千个哈姆雷特”，高中数学亦是如此。同一道数学题，

每个学生都有自己的想法和解题思路，看待问题的角度也

是不同的，从而就会衍生出多种解题方法。对于教师而言，

教师需要去培养学生的发散性思维，让学生具备一题多解

的意识和能力，这样的意识与能力在高中数学的学习中发

挥着极大的作用。对于学生而言，拥有一题多解的意识与

能力是学生们需要去努力的，这不仅能够帮助学生对知识

点的掌握更为系统完善，还能够培养学生全面看待问题的

能力 [2]。

1.2.2 一题多变，提高学生应变能力

数学题的经典形式为条件加问题，而我们只需要稍微

改动题目中的一个条件，这道题考查的知识点和解决方法

思路有时就会截然不同，这也从侧面说明了读题、理解题

以及注意条件的重要性 [3]。在高中数学的教学中经常出现答

非所问的现象，这就是学生对于题干中的条件和题目考察

的知识点把握度不够准确造成的。对于教师而言，在运用

一题多变类型的变式训练进行教学时，必须要对自己改变

题目中的条件是为了考察哪一知识点，是为了让学生掌握

什么样的解题方法有清晰的认识，并且不是随意的改变题

干中的条件，要有目的，要创新。对于学生而言，教师通

过一题多变的形式对学生进行考察，可以提高学生分析和

理解问题的能力，领悟到题干中一些条件变化，结果就会

截然不同的微妙变化，感受到数学的魅力与内涵，同时增

强学生的应变能力。

1.2.3 一题多问，加深学生学习印象

一题多问不同于我们常说的举一反三，一题多问侧重

于对某一个知识点的理解运用，而举一反三则和一法多用

比较相似，学习一种方法就要学会用这一种方法去解决其

他不同的问题。对于教师而言，一题多问需要教师针对某

一知识点连续设问，也就是我们常说的打破砂锅问到底，

从而达到学生完全掌握这一知识点的效果。对于学生而言，

学生在教师进行一题多问的过程中，可以感受到教师多次

设问的用意，对教师讲授的知识点也更加清晰，从而加深

学生的学习印象。

2.	变式训练应用现状

2.1 变式训练在高中数学的应用案例

当前社会中的教育教学虽说在不断改革与创新，但总

归还是相对保守，尤其是近几年来一些学校为了提高升学

率而大搞题海战术，忽视了学生能力的培养和教学效率，
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而变式训练的应用对于改变这样的现状发挥了极大的作用。

下面将针对高中数学中双曲线的标准方程及应用的学习，

列举一些变式训练在高中数学中的应用案例。

一题多解的应用案例：

例 1 与双曲线 有共同的渐近线，且过点

( )32,3− ，求双曲线方程。

解 法 一： 当 焦 点 在 x 轴 上 时， 设 双 曲 线 的 方

程 为 ，12
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解法二：设所求双曲线方程为  将点

( )32,3− 代入，得

1
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总结：已知双曲线的渐近线求双曲线的方程，关键是

求 ba， ，在解题过程中应熟悉各元素 ( )及准线，，， ecba 之

间的关系，并注意方程思想的应用。同样一道题，都考察

的是求双曲线方程这一知识点，但是有两种不同的解法，

让学生在解题的过程中发散思维，养成多角度看待问题的

好习惯。值得注意的是，在这样的例题中，学生通过不同

方法解决此题，在这样的过程中去比较不同方法的使用，

从而选择最便捷最有效率的方法，提高学生的学习效率。

一题多变的应用案例：

例 2 已知 21 FF， 分别是双曲线 ( )012

2
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的左焦点与右焦点，过 1F 并且与 x 轴垂直的直线交双曲线

的左支于 BA、 两点，若 2ABF∆ 是正三角形 , 求双曲线的离

心率。

在对双曲线离心率进行一个简单的求解之后，为了加

深同学们对离心率的理解应用进行变式，拓展到求解有关

双曲线离心率的取值问题和最值问题的学习。

变式 1  过双曲线 ( )001
22

:
22

>>=− bayxC ， 的右焦点

作一条与其渐近线平行的直线，交C 于点 P 。若点 P 的

横坐标为 a2 , 则C 的离心率为                 。

变 式 2  已 知 双 曲 线 )0012

2
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，（ 的

左、 右 焦 点 分 别 是 21 FF， ， 点 P 在 双 曲 线 右 支 上， 且

，则此双曲线离心率 e的最大值为 ________。

总结：双曲线的离心率是我们在学习双曲线几何性质

的一个重要参数，离心率的取值范围和最值问题关键是要

找到双曲线几何量的不等关系，如定义、韦达定理等，从

而求出 e 的范围是由条件寻求 ca、 满足的关系式，从而

求出
a
ce =  。此类型的题由最基本的求双曲线的离心率逐渐

拓展到有关双曲线离心率的取值问题和最值问题的学习，

逐步填满有关双曲线离心率的知识框架，使学生对于双曲

线的学习更加完善。

一题多问的应用案例：

例 3 求双曲线 的实轴长和虚轴长、顶点

坐标、焦点坐标、渐近线方程与离心率。

总结：为什么进行一题多问？目的就是为了让学生全

面系统的学习某一知识点。此题涵盖了有关双曲线的基本

知识点，由一个双曲线的解析式，引出对于双曲线多方面

的考察，让学生全面系统的认识双曲线，从而对双曲线的

知识点进行全面的概括与把握。

2.2 变式训练解题思路的应用

例 4 （1）已知椭圆的一个焦点将其长轴分成两段，且

两段之比为 23： ，求该椭圆的离心率；

（2）已知椭圆的一个焦点到长轴左端的距离为 10，到

长轴右端的距离为 4，求该椭圆的离心率。

总结：求椭圆离心率的方法有很多，椭圆方程已知时

根据焦点位置确定 22 ,ba ，再利用离心率的公式求解；椭圆

方程未知时，根据条件建立 ecba 、、、 满足的关系式，

再化简出 ca、 的齐次方程，进而对 e进行解方程 [4]。不同
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的方法适用于不同的已知条件，在教学过程中教师应教会

学生根据题干条件判断出此题应该使用的解题方法。

变式 1  已知椭圆 )012

2

2

2

>>=+ ba
b
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x

（ ， 21 FF、 为椭圆

的焦点，M 为椭圆上一点，若 ，求

椭圆的离心率 [5]。

总结：这样的变式杂糅了椭圆的定义、正弦定理、等

比定理、三角变换等多种知识，这也是对学生综合能力的

考察，能够提高学生综合运用知识的能力。

变式 2  已知椭圆 )012

2
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>>=+ ba
b
y
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（ 的左右焦点

分别为 21 FF、 ，若有 6 个不同的点 F 在椭圆上，并且让

FFF 21∆ 为等腰三角形，求椭圆的离心率的取值范围。

总结：这样的题需要分两种情况进行讨论，需要学生

明确掌握等腰三角形的性质定义，联系圆与椭圆位置关系

的判断等知识点，建立起 ca、 的不等式，最后解不等式

就可以得到椭圆离心率的取值范围。

总的来说，变式训练解题思路在高中数学中的应用发

展的还是比较成熟完善，对应的题型有对应的解法，对于

变式问题的处理也比较合理规范，是的变式训练在高中数

学的教学中发挥更大的作用。

3.	变式训练的教学方案

变式训练在高中数学中的应用可以说是十分广泛成熟

了，教师知道运用变式训练讲授新课和复习旧知，学生理

解能够通过变式训练强化自己对知识点的理解，都明白变

式训练的重要性，而对于如何应用变式训练，怎样对变式

训练进行教学还比较模糊，使得变式训练的效果并未发挥

到极致，下面是我所提出的关于变式训练的四大教学方法。

3.1 针对性教学

所谓针对性教学就是教师针对某一重要的知识点，通

过变式训练的形式展开教学，这样既可以突出本章节的重

难点，又可以使学生透彻全面的掌握某一知识点。以下题

为例：

例 5 已知函数

(1) 当 0≥x 时，总有  求m 的最小值；

(2) 对于 [ ]1,0 中任意 x 恒有 )()( xgxf ≤ ，求 a 的取值

范围。

变式  已知函数：

1)(,ln
2
1)( 2 −−=−−= xexgaxaxxf x

(1) 当 [ ]ex ，1∈ 时，求 )(xf 的最小值；

(2) 对 于 任 意 的 [ ]1,01∈x 都 存 在 唯 一 的 [ ]ex ,12 ∈ 使 得

)()( 21 xfxg = ，求实数 a的取值范围。

总结：此类题为导数中的含参问题，考查利用导数解

决不等式恒成立问题，考查学生的逻辑推理能力和计算能

力，而变式则考查了利用导数求函数的最值 , 分类讨论思想 ,

等价转化思想等。在导数含参问题的教学过程中，即可采

用针对性教学，针对含参问题的解题知识点设置变式训练，

学生在对例题以及变式训练进行思考，尝试解决的过程中，

对导数含参问题的形式有具体的认识，从而总结出导数含

参问题的解题方法：像“对于任意的 [ ]1,01∈x 都存在唯一的

[ ]ex ,12 ∈ 使得 )()( 21 xfxg = ”已知条件 , 一般是转化为两个函数

的值域得包含关系 , 口诀是：

任意是存在的子集。

3.2 启发性教学

所谓启发性教学，就是在运用变式训练进行高中数学

的教学时，不需要明确的将题型进行变式，而是让学生成

为变式的主体。在给出相关想要考察学生知识点的例题之

后，引导学生自主思考，启发学生自己去思考与之相关的

知识点，让学生自己对知识点进行提问，尝试对例题进行

变式。以下题为例：

例 6 在 ABC∆ 中， 角 CBA ,, 的 对 边 分 别 为

CB
CB

A
Acba

coscos
sinsin

cos
sin,,,

+
+

=

(1) 若 在 此 三 角 形 中， 三 角 形 还 满 足 以 下 给 出 的 四

个 条 件 中 的 三 个 条 件：

，请指出这三个条件，并说明理由；

(2) 若 3=a ，求 ABC∆ 周长的取值范围。

例 7 在 ABC∆ 中， 角 CBA ,, 的 对 边 分 别 为 cba ,, ， 且

acAB
4
9,2 == , 在 的面积为 这三个条件

中任选一个，补在上面条件中，若问题中三角形存在，求

ABC∆ 的周长；若问题中三角形不存在，说明理由 [6]。

例 8 在 ABC∆ 中， 角 CBA ,, 的 对 边 分 别 为
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7,2coscos,, ==+ ccAbBacba ， ，且 ABC∆ 的面积为
2
33  ，则

ABC∆ 的周长为 (　　)

71. +A       72. +B      74. +C     75. +D

这是一组针对解三角形周长问题而设计的一系列变式

训练，在教学过程中我们就需要使用启发性教学法。前两

个例题是给出条件，让学生自由组合条件使其满足题意，

学生在这个过程中类似于在自己出题自己解决，同时提出

的问题还必须符合题意，要有可行性和可解性，让学生对

解三角形这一板块的认识更加深入，对三角形的基本要素

以及性质的掌握更加灵活全面。第三个例题是求三角形周

长的常规例题，这时教师需要做到的就是启发学生思考该

题的已知条件还可以如何设问，让学生回顾解三角形的知

识点，此题很明显根据已知条件改为已知三角形的周长，

对三角形的面积进行求解，经过这样一个系统的启发性教

学，学生对于解三角形周长问题的掌握亦会变得牢固全面，

这也就是常用的礼节性学习，达到的效果也会更好。

3.3 发散性教学

发散性教学即是在高中数学的教学过程中注意对知识

点的发散性学习，由一个知识点发散到多个知识面，这里

面既包括了教师对数学知识点的拓展延伸，又包括了学生

思考问题的发散思维，也即是我们常说的让学生学会一题

多解。在这样的教学过程中，教师不能刻意的去询问学生

还有没有其他解决方法，而是应该通过罗列出已知条件，

去强调一些关键的转折条件，并辅之以语气助词，使学生

注意到通过这些已知条件可以联想到哪些知识点，这些知

识点的共通之处在哪，可以通过哪些渠道和方法去解决这

样的问题，在这一过程中学生的发散性思维能力也就被学

生自然而然的建立和巩固了。以下题为例：

例 9（2021 新 高 考 I 卷 第 16 题 ） 某 校 学 生 在 研

究 民 间 剪 纸 艺 术 时， 发 现 剪 纸 时 经 常 会 沿 纸 的 某 条

对 称 轴 把 纸 对 折， 规 格 20 12dm dm× 的 长 方 形 纸， 对

折 1 次 共 可 以 得 到 10 12 ,20 6dm dm dm dm× × 两 种 规 格 的

图 形， 它 们 的 面 积 之 和 2
1 240S dm= 对 折 2 次 共 可 以 得 到

5 12 ,10 6 ,20 3dm dm dm dm dm dm× × × 三 种 规 格 的 图 形 [6]， 它 们

的面积之和 2
2 180S dm= 以此类推，则对折 4 次共可以得到

不 同 规 格 图 形 的 种 数 为 _______； 如 果 对 折 n 次， 那 么

2

1
___

n

k
k

S dm
=

=∑ 。

分 析：（1） 按 对 折 举 例 即 可；（2） 根 据 规 律 可 得

Sn，再根据错位相减法得结果。

总结：在此题的讲解中，教师除了对错位相减法进行

详细的说明应用，还应该引导学生进行发散性思考，从而

归纳总结出数列求和的常用方法，如公式法、错位相减法、

分组求和法、裂项相消法等等，以及什么样的情境下采用

什么样的方法，让学生对数列求和的方法有整体把握。

3.4 诱导带动性教学

诱导带动性教学也就是教师在应用变式训练讲授新知

和回顾旧知的过程中要循循善诱、循序渐进，前面所提到

的发散性教学固然重要，但是必要时也需要教师成为助推

剂，在遇到难题或者是学生现有能力与问题难度不相匹配

时，就需要教师发挥主导作用，引导学生打开思维，抓住

关键条件，找到题目所要考察的知识点，一步一步的带领

学生寻找问题的答案，在解题的过程中对新知识有初步

的了解亦或是对旧知进行深刻的巩固复习。以下题为

例：

例 10 将函数 )
3

2sin(2)( π
+= xxf 图象上的每个点

的横坐标缩短为原来的一半，纵坐标不变，再将所得图象

向左平移
12
π

个单位得到函数 )(xg 的图象，则在 )(xg 图象的

所有对称轴中，离原点最近的对称轴为 [7]________。

分析：在进行三角函数的图象变换的讲解时，需要注

意的是变换的永远是变量自己本身，变换前后的两个函数

的函数名称是否相同，需要保持名称一致才能进行相互转

换。在此题中，还需要注意的是变换顺序，此题可以先进

行横坐标缩短为原来的一半，在进行将图像向左平移，从

而得到新函数。

总结：在讲解这道题的过程中，教师首先需要知道学

生初次接触到三角函数变换问题，还处于懵懂茫然的状态，

不知道该如何下手，从哪里开始作为切入点去入手，这时

教师就应该采取诱导带动性教学法，带着学生去一层一层

的掀开问题的本质、解决问题。

4.	变式训练的作用意义

变式教学实质上对于教师来说是一种挑战，需要教师

对于知识点有全面彻底的把握，对知识点的灵活运用与融

汇贯通程度比较高，但是正确实施变式教学后的收获也是
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会让人出乎意料的，为教师和学生双双减轻负担和压力，

教师以比较轻快的速度进行教学，学生则在轻松欢快的氛

围中学习数学，这是目前高中数学的学习需要到达一种境

界和模式。教师可以使用针对性教学法，让学生快速把握

重难点知识；教师通过使用启发性教学，培养学生主

动思考的能力；教师可实施发散性教学，培养学生的创新

精神，打开学生的思维和眼界 [8]；教师亦可通过诱导带动性

教学，让学生体会到探索数学的乐趣，从而对数学保持新

鲜感，提高学习数学的效率。
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