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基本函数的有趣结合

——以探究函数 f(x)=log_a|b+d/(x+c)| 的图像与性质为例

张 晨　晏旭骢　孙靖淇

山东省青岛第一中学　山东青岛　266000

摘要：在数学人教版 A 版必修第一册中，我们学习了诸多基本函数：幂函数、指数函数、对数函数等等。那么如果将某些

基本函数结合起来，就会组成新的有研究价值的函数（例如 f(x)=ax+b/x）。该研究性学习主要是通过探究学习的形式进行，

先自主探究了函数 f(x)=ln|1+1/(x+1)|+1 的图像与性质，并进行形如 f(x)=log_a|b+d/(x+c)| 的推广。在此过程中经历了研

究一类新函数的一般思路与方法。特别是，我们得到了该类函数对称性与奇偶性的系列判定定理，并将其成功应用于高考

试题的简捷求解。
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目前我们已经完成了基本函数的概念与性质的学习，

回顾了初中学习的一次函数、二次函数，发现其可以看成

是由基本函数与常数之间经过加、减、乘、除运算构造出

来的不同函数 . 因此，我们将对数函数，分式函数经过加减

乘除绝对值运算后，得到了一些新函数。并借此函数的出

研究陌生函数的一般思路与方法。其意义在于：通过自主

学习，能够理解函数的图象与性质，并能够通过计算机技

术帮助完成研究；提高了我提出问题、分析问题和解决问

题的能力，培养探索精神。

研究计划如下：

1 研究过程

1.1 从简单的函数入手：

在面对一个陌生函数时，首先想到了先采用描点做图

的方法，粗略掌握函数图像观察出大概性质和特征。考虑

到函数的定义域我们选取 [-3,3] 这一区间上的几个点来画

图。（图 1）
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图 1  的图像

(1) 定义域为 (- ∞ ,-2) ∪ (-2,-1) ∪ (-1,+ ∞ )
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(2) 值域为 ℝ

(3) 奇偶性：函数为非奇非偶函数，但有对称中心 :

猜想：设 f(x) 的对称中心为 (a,b)

∵ x ≠ -1,x ≠ -2

∴

b=f(a)=f(-1.5)=1

证明：

f(a-x)+f(a+x)=2b

即 f ( - 1 . 5 - x ) + f ( - 1 . 5 + x )

=ln|1|+2=2=2b ⇒ b=1

∴ 的对称中心为 (-1.5,1)

(4) 单调性：函数有三条渐近线，分别为直线 x=-1，直

线 x=-2 和直线 y=1

函数图像在 (- ∞ ,-2) 单调递减 , 在 (-2,-1) 单调递增 ,

在 (-1,+ ∞ ) 单调递减：

内层函数  在 (- ∞ ,-1) 和 (-1,+ ∞ ) 单调递

增；

中层函数 v(x)=|u| 在 (- ∞ ,-2] 和 (-1,+ ∞ ) 单调递减 ,

在 [-2,-1) 单调递增；

外层函数 w(x)=lnv+1 在 (- ∞ ,-2) 和 (-1,+ ∞ ) 单调递减 ,

在 (-2,-1) 单调递增；

复合函数 w(v(u(x))) 在 (- ∞ ,-2) 和 (-1,+ ∞ ) 单调递减 ,

在 (-2,-1) 单调递增；

综上所述 , 函数在 (- ∞ ,-2) 和 (-1,+ ∞ ) 单调递减 , 在

(-2,-1) 单调递增。

1.2 推广到一般函数：

(1) 定义域：

(2) 对称性： 

①对称中心：

设其对称中心坐标为 (m,n)

∵定义域：

∴

∴

证明：

f(m-x)+f(m+x)=2n

令

令

因此

要使 g(x) 为一个常数 , 则需消除项

∴ 2Abd+d^2=0

(x)=b2

原式 =loga|g(x)|=loga|b
2|=2 loga|b|=2b

即 b=loga|b|

因此 的对称中心坐标为

定理 1 ( 对称中心 ) 若函数 中 b ≠ 0，

则函数的对称中心为 。

②对称轴：

令 ， 设 函 数 图 像 关 于 x=m 对 称， 则 需

f(m+t)=f(m-t)，对于任意实数 t 成立。

代入：

因为 f(x)=logax 单调，所以有

设 p=m+c，则 ，对于任意实数 t ≠ ±p

记 ， ，则绝对值相等有两种可

能：A(t)=B(t) 或 A(t)=-B(t)

情况 1：

若 d ≠ 0，则有 t=0，所以情况 1 不成立，除非 d=0，

但此时的函数是常数函数，任意对称，无意义。

情况 2：

经化简得 ，因此 dp=0 时，对于任意 t 成立。

·若 d=0，则 f(x)=loga|b|，为常数函数，不考虑；

·若 p=0，即 m+c=0 ⇒ m=-c，则条件变为 b=0，此时

检验 f(m+t)=f(m-t)，成立。

综上：对称轴为 x=-c(b=0,d ≠ 0)

定理 2（对称轴）若函数 中 b=0

且 d ≠ 0，则函数的对称轴为 x=-c。

※ 特别地，函数的奇偶性有以下关系：

Ⅰ若函数为奇函数，可以通过对称中心判断，则有

 

定理 3（奇函数）函数 为奇函数

的充要条件 。
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这里以 举例，图像如下（图 2）：

图 2  的图像

Ⅱ若函数为偶函数，可以通过对称轴判断，则有 x=-

c=0，即有 b=c=0

此时

定理 4（偶函数）函数 为偶函数的

充要条件为 b=c=0。

这里以 举例，图像如下（图 3）：

图 3  的图像

（3）单调性：（以 a>0 且 a ≠ 1 为例）

定义域为

①令

Ⅰ b>0， 则 d<0， 的 图 像 在

上 单 调 递 增， 在

上 单 调 递 减， 因 此 在

上单调递增，在 上单调

递减；

Ⅱ b<0，则 d>0， 的图像在 (- ∞ ,-

c) 上单调递减，在 上单调递增；

因此 在 上单

调递减，在 上单调递增；

②令

Ⅰ b>0， 则 d>0， 的 图 像 在

上单调递减，在 上单调

递 增， 因 此 在

上单调递减，在 上单调递增；

Ⅱ b<0， 则 d<0， 的 图 像 在

上单调递增，在 上单调

递减；因此 在

上单调递增，在 上单调递减；

③当 b=0 时， ，定义域 x ≠ -c，该函

数在 (- ∞ ,-c) 上单调递增，在 (-c,+ ∞ ) 上单调递减。

当 0<a<1 时，结论刚好与上述结论相反。

2 函数应用

例 1 （2022· 全 国 乙 卷（ 文 ）） 已 知 函 数

为奇函数，则 a=___，b=___.

分析 1 

解法 1：由题可知该函数的定义域为 {x │ x ≠ 1}，

因 为 函 数 为 奇 函 数， 所 以 有 x ≠ -1， 即 当 x=1 时，

真 数 ， 所 以 得 出 ， 此 时

。跟聚奇函数性质，得出 f(0)=-

ln 2+b=0，解得 b=ln 2。

解 法 2： 因 为 函 数 为 奇 函 数， 所 以

因为对于任意方程成立，所以

b=ln 2

∴

解法 3：因为函数 为奇函数，可得
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出 的对称中心为 (0,-b），

运用定理 3（函数 为奇函数的充要条

件 ），解出

·对比以上解法，我们发现解法 1 注重于奇函数的定

义域，解法 2 注重于奇函数的性质，解法 3 则是我们刚才

探究找到的规律应用；从难易程度上看，解法 1 要比解法 2

简单很多，而解法 3 不同于前两个解法，需要记住刚才的

结论，代入便能直接求值。

变 式 1 已 知 函 数 是 奇 函 数， 则

m+n=___.

分析 2 因为函数 为奇函数，

可 得 的 对 称

中 心 为 (0,-n)， 运 用 定 理 3（ 函 数

为 奇 函 数 的 充 要 条 件 ）， 解 出 ，

∴

变 式 2 函 数 为 偶 函 数， 且 f(e2 

)=1，则 a=___，b=___.

分析 3 因为函数 为偶函数，可得

为偶函数，运用定理 4（函数

为偶函数的充要条件为 b=c=0。），解

出 a=0， 此 时 ， 因 为 f(e2 )=1=-2+b， 所

以 b=3。因此 ，

3 思考与收获

本次我们对于对数函数、绝对值以及分式函数的综

合进行性质研究，从简单的 ，再拓展

推广到 ，使这一类函数更有普遍性及

应用价值。当然，由于参数的数量，研究过程变得复杂。

在探究过程中，我们借助数学软件（如 GeoGebra）进行

函数图象的可视化，辅助形成猜想并验证结论。当然，这

次的研究对我们将来的数学学习有指导性作用，我们可以

将这次研究函数的路径与方法运用到其他函数上去，例如

。同时，我们也体会到

数学其独特的魅力：不管问题有多么复杂，其引人深思且

极其有趣的推导过程总吸引着我们对于探索数学的好奇与

热爱！
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