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引言：1

在自然和物理世界中，许多系统，如生态环境、社

会、经济和科学研究，都表现为复杂和不确定的系统。

这种不确定系统的主要特征在于其数据的不完整性和不

充分性。信息不完整在社会、经济和科学研究活动中是

普遍存在的现象，因此，可用信息的不完整性是绝对存

在的，而信息的完整性则是相对的 [1]。解决如何利用不

完整不充分的信息，并通过建立较为完善的模型来进行

未来预测，成为众多学者所探讨的重要问题。

早在古代，人们便通过观察云彩的走向来判断风向，

从而预测天气情况，然而这些智慧并没有形成系统的理

论体系。直到二十世纪中叶，威廉·比弗在 1966 年提出

了单变量预测模型 [2]。他通过对一定期间内的失败企业
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和成功企业进行比较研究，建立了各种单变量对企业财

务状况进行预测的模型。随后，随着科技进步和时代发

展，出现了更多适应性更强的预测模型，包括粗糙集理

论、微分方程模型、回归模型等。

在 1982 年， 北 荷 兰 出 版 公 司（Noah-Holland 

Publishing Company）的期刊《Systems and Control Letters》

发表了我国学者邓聚龙教授的第一篇题为《The Control 

Problems of Grey systems》灰色系统论文 [3]，这标志着灰

色系统理论这一新兴学科的正式问世。在控制论中，人

们常用颜色的深浅来形容信息的明确程度。早在 1945

年，控制论创始人诺伯特·维纳（Norbert Wiener）就提

出了“闭盒”的概念，随后在 1953 年，阿什比（Ashby）

首次将内部信息未知的对象称为“黑箱”[4]，这种称呼

也得到了广泛接受。因此，我们用“黑”表示信息未知，

用“白”表示信息完全明确，而用“灰”表示部分信息

明确，部分信息不明确。相应地，信息完全明确的系统
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称为白色系统，信息未知的系统称为黑色系统，而部分

信息明确、部分信息不明确的系统则称为灰色系统 [5]。

灰色系统理论中广泛应用于预测的主要模型是 GM（1，

1）模型，它是灰色系统理论的核心内容，也是灰色预测

理论的基本模型。

GM（1，1）模型作为一种建模方法，因其所需样

本数据较少、计算简便的优势，已被广泛应用于工业、

农业、交通、地质、气象、生态、环境、医学、军事、

经济、社会等众多科学领域。此模型在生产、生活和科

学研究中成功解决了众多实际问题。特别是在面对小样

本、贫信息和不确定系统的情况下，GM（1，1）模型

取得了显著的应用成果，从而在预测、决策等领域中占

据重要地位。灰色预测模型在应用场景和数据处理方法

上，专注于研究其他模型难以解决的“小样本”和“贫

信息”不确定性问题。通过充分考虑信息的覆盖，以及

运用序列算子的作用，它能够揭示事物运动的现实规

律。最值得强调的特点就是它能在较少的数据情况下完

成有效建模，为决策者提供有价值的预测和决策依据。

一、GM（1，1）模型

1.GM（1，1）模型的原始形式

在灰色系统理论建模中，要求原始数据必须具有等

时间间距。首先，通过累加生成原始数据，旨在削弱时

间序列数据中的随机因素，使原本没有明显趋势的数据

呈现增长趋势。再建立生成数的微分方程来进一步构建

模型。GM（1，1）模型是灰色系统理论中的单序列一阶

灰色微分方程，它所需信息较少，方法简便。

设x（0）为非负的原始数据序列，x（1）为x（0）的一次

累加生成数据序列，z（1）为x（1）的邻均值等权生成序列：

其中

，通常可取a=0.5，如表 1

表格1　生成序列

x（0） x（1） z（1）

x（0）（1）

x（0）（2）

x（0）（3）

x（0）（n）

以此建立灰微分方程：

称 其 为 GM（1，1） 模 型， 其 含 义 为 1 阶（order），

一个变量（variable）的灰（grey）模型（model），a 称为

发展系数，因为 a 的大小及符号反映了x（0）和x（1）的发

展态势，b 称为灰作用量或者控制系数，因为 b 具有灰信

息覆盖作用，不能直接观测，只能通过计算得到，z（1）

称为背景值序列 [6]。其中，早期在《灰色系统理论教程》

中提到了 a 和 b 的显性表达式：

2. 白化方程

通过牛顿 - 莱布尼茨公式和定积分我们可以得到 GM

（1，1）模型的白化方程：

如果我们取初始值 ，可以求出

其对应的解为：

所以

由于 ，所以

我们可以得到：
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如 果 要 对 原 始 数 据 进 行 预 测， 只 需 要 在 上 式 取

m ≥ n 即可。

3.GM（1，1）模型评价

（1）发展系数 a

模型的预测效果会因为发展系数 a 的取值不同而不

同，刘思峰教授和邓聚龙教授（2002）[7] 通过对于不同

的发展系数 a 进行模拟分析，得到了均值模型的预测误

差如表 2 所示

表格2　均值模型预测误差

-a 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.8 1.0 1.5 1.8

1 步误差 0.129% 0.701% 1.998% 4.317% 7.988% 13.405% 31.595% 65.117% - -

2 步误差 0.137% 0.768% 2.226% 4.865% 9.091% 15.392% 36.979% 78.113% - -

5 步误差 0.160% 0.967% 2.912% 6.529% 12.468% 21.566% 54.491% - - -

10 步误差 0.855% 1.301% 4.067% 9.362% 18.330% 32.599% 88.790% - - -

从而得出以下结论：

①当 -a ≤ 0.3 时，GM（1，1）可以用作中长期预测；

② 当 0.3 ＜ -a ≤ 0.5 时，GM（1，1） 模 型 可 以 用 作

短期预测，中长期预测慎用；

③ 当 0.5 ＜ -a ≤ 0.8 时，GM（1，1） 作 短 期 预 测 时

要慎用；

④当 0.8 ＜ -a ≤ 1 时，用残差修正 GM（1，1）模型；

⑤当 -a ≥ 1 时，不易采用 GM（1，1）模型。

该 结 论 也 被 较 为 广 泛 的 应 用， 薛 文 静（2022）[8]

在 发 展 系 数 a=-0.06，-0.05，-0.08 情 况 下 预 测 了 我 国

2020-2030 年的卫生人力资源发展情况，其中通过对往

年预测与实际值的比较，平均误差不超过 2%，预测结果

较为准确；Yang Yu（2018）在发展系数 a=-0.017 时较为

准确的拟合了中国 1990–2014 年二氧化碳排放量，同时

对 2020-2030 年排放量进行预测 [9]。

（2）残差检验

为了检验预测数据与真实数据之间的差距，定义出

相对误差e（k）、平均相对误差e（avg）和精度p0，该检

验方法也常用于其他预测模型：

对于e（k），一般要求e（k）＜ 20%，此时认为模型

对原数据的拟合达到一般要求，最好e（k）＜ 10%，此

时认为模型对原数据的拟合效果非常不错；对于p0，一

般要求p0 ＞ 80%，最好p0 ＞ 90%。

（3）级比偏差检验

与残差检验类似，级比偏差检验通过比较序列级比

与模型级比的相对误差来检验模型的预测精度。级比偏

差的计算方式为：

如果r（k）小于 0.2，则认为可达到一般要求；如果

r（k）＜ 0.1，则认为达到较高要求。

二、GM（1，1）模型的发展

1. 同化阶段

在同化阶段，GM（1，1）模型尚未形成完整的体系，

因此可以将其视为一般的经典数学模型，采用一般的数

学概念来描述问题。在这个阶段，预测模型可以等同于

一般的微分方程模型，即：

2. 异化阶段

随着灰色理论的发展，灰色模型从微分方程模型中

逐渐分离出来，此时称 为 GM（1，

1）模型，而在同化阶段的微分方程模型则被称为 GM

（1，1）模型的影子方程或白化方程，这一阶段被归属为

灰色预测模型的发展阶段或同化阶段。

3. 融化阶段

随着对灰色理论的不断完善和对 GM（1，1）模型的

深入研究，该模型进一步发展出了内涵型、派生型、离

散型和延迟型等多种变体：

这些模型都具有解和方程统一的性质，并满足邓聚

龙教授在《灰理论基础》一书中提出的建模的三个条件：
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①结构条件：该条件要求 GM（1，1）模型具有最大

信息浓度的灰色导数，因为只有具备导数才能成为一个

微分方程，因此这是由模型的结构决定的。

②材料条件：材料条件涉及选择哪种数据构造灰色

微分方程，使得灰色导数的白化背景与灰色导数成分满

足平射，这是构建方程所需考虑的材料问题。

③品质条件：品质条件要求灰色导数白化背景值位

于单调增的背景集中。虽然灰色导数成分满足平射的数

据可能不唯一，但只有背景值集中的数据才能确保灰色

微分方程的质量 [10]。

在该阶段，GM（1，1）模型经过多种变体的发展，

成为了一个更加全面和灵活的预测模型。通过满足上述

三个建模条件，这些模型在实际应用中能够更好地解决

问题，为各个领域的预测和决策提供更可靠的支持。

三、GM（1，1）模型的应用（以经济和生态领域

为例）

1. 经济领域

经济系统中经济变量与未来经济发展水平指标和可

持续发展指标之间的关系非常复杂，数据的完整性和充

分性面临较大挑战。而且经济数据通常属于非线性时间

序列，传统的预测模型往往难以准确拟合预测值与实际

值之间的高精度关系，而且传统预测模型需要大量数据

支持，否则预测精度可能较低。在这种情况下，GM（1，

1）模型因其在有限数据下能更准确地进行预测的特性而

备受关注。近年来，越来越多的学者通过灰色预测模型

来对区域或相关行业的经济发展状况进行预测。李凯等

（2017）和吴忠诚等（2018）分别应用灰色 GM（1，1）

模型对上海市 2017-2020 年的年度 GDP 和内蒙古未来四

年的旅游经济总收入进行预测。这些研究表明，该模型

的预测值与实际值之间的拟合程度较高，展示了其在经

济预测中的应用潜力 [11，12]。

2. 生态环境领域

生态系统在自然中可谓是最大且最复杂的系统，而

对生态环境质量进行综合评价则是实现经济社会与自然

环境协调发展的重要前提。生态环境系统受多因子的综

合作用，既有一定的规律性，同时又存在很强的随机性，

因此被归类为典型的灰色系统 [13]。在相关研究中，郑乐

乐、马小雯等学者（2022）将评价模型与预测模型相结

合，首先利用 TOPSIS 模型对指标体系进行分析研究，随

后应用 GM（1，1）预测模型科学地预测了甘肃省 2019-

2023 年的生态安全指数，为当地经济、社会和生态环境

的协调可持续发展提供了有价值的参考依据 [14]。此外，

陈媛在对社会经济与生态环境协调发展进行评价时，首

先对量纲不一致的数据进行标准化处理，接着基于 GM

（1，1）模型分析过去时间点经济与环境的协调发展关系，

并对受制当前约束下的未来区域经济、环境协调发展趋

势进行了预测探讨 [15]。

四、GM（1，1）模型的拓展

1. 新陈代谢 GM（1，1）模型

在现实生活中，大多数复杂系统往往受到周边环境

和多种因素的影响。且随着时间的推移，将会不断地有

一些扰动和驱动因素进入系统，使系统的发展相继地受

其影响。因此，在进行长期数据预测时，使用相同的发

展系数和灰作用量可能导致预测精度逐渐降低。为了解

决这一问题，相关学者在原始 GM（1，1）模型的基础上

提出了新陈代谢 GM（1，1）模型。其基本思想是认为越

接近的数据对未来的影响越大，因此在处理数据时，不

同的学者有各自的方法和见解。袁景凌教授（2005）在

其研究中采用了最优初始条件选择算法，即对初始值进

行优化处理 [16]。

在 求 解 GM（1，1） 模 型 的 白 化 方 程 时， 取 初 始

条 件 ， 也 就 是 默 认 了 拟 合 曲 线 在

坐标图上会经过 。而拟合曲线实际并不一

定通过第一个数据点，袁景凌教授通过选择不同的初

始条件建立多个模型，得到令误差和最小的初始条件

，以 m 值为初始条件建立的模型

即为新的 GM（1，1）模型；许秀莉（2002）在研究中采

用了增加新信息、剔除旧信息的方法，以提高预测值与

实际值的拟合精度 [17]。在进行长期预测时，随着系统的

发展，老数据的重要性逐步降低。因此，在不断补充新

信息的同时，及时地剔除旧信息是至关重要的。这种建

模序列能够更动态地反映系统最新的特征，实际上也是

一种动态预测模型。

2. 背景值改进

我 们 在 利 用 公 式

来 构 造 背 景 值 时， 得 到 的 z（1）（k） 是 一 个 平

滑公式，在以月份或季度为时间间隔，或数据变化较

为平缓时，该公式能达到较好的预测效果；但时间间

隔过大或对于变化急剧的数据，模型则会出现较大的

偏差。因此，通过对背景值改进来实现更完美的预测

精 度 也 是 改 进 模 型 的 一 个 重 要 方 式。 罗 党 通 过 改 进

来 对 模 型 进 行 优

化 [18]，使得模型更加适用于也适用于高增长指数序列

建模，然而该模型不适用于发展系数较小的数据 [19]， 
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基 于 此， 刘 乐 教 授（2009）[20] 进 一 步 改 进

使得GM（1，1）模型的拟合和预测精度进一步提高。还

有谭冠军将固定权数更改为变权数以及利用试探法和经验

公式法来确定权数取值，都使得模型有了一定的优化 [21]。

五、总结

GM（1，1）模型自创立以来，解决了很多其他预测

模型难以解决的复杂系统，它在样本量少，信息不全的

情况下实现了很好的拟合精度和预测效果，同时经过 30

年来的发展，已经形成了一个比较完善的理论体系，在

许多领域的分析、预测中得到了广泛的应用。但是，对

于模型的使用，任然还可以得到进一步的改进。

通过对往年各大期刊上对 GM（1，1）模型的应用进

行观察，发现绝大多数预测数据都以年份为单位，且为

非负数据。虽然已有许多学者通过多方位改进模型使得

预测曲线更加平滑，提高拟合精度，但对于时间间隔较

小的数据，更多学者倾向于选择时间序列模型进行预测。

其次，GM（1，1）模型在应对实际问题时，不仅可

以单独使用，还能与其他数据分析方法或模型结合，以

实现更好的建模效果。例如，结合 K-mean 聚类和灰色关

联分析可以更全面地分析数据；对于评价类模型，可以

先使用层次分析法或 TOPSIS 模型计算指标权重，再利用

GM（1，1）模型进行预测分析。此外，若存在多重共线

性问题，可以先使用主成分分析进行降维，再进行预测。

经济预测在制定经济计划、提高经济效益以及提升

管理水平方面扮演着重要角色。GM（1，1）模型作为一

门理想的经济类预测模型，可广泛应用于生活基本资料、

生活水平指数、建筑业、服务行业、农业等多个领域，

用于对国家未来实体经济发展趋势和发展情况进行预测

和分析，洞察经济的内在性质，为国家出台经济政策提

供科学决策依据。
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