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基于“理解学生”角度发展数学核心素养， 
打造高中数学高质量习题课堂

——以“一道椭圆离心率的测试题评讲”为例
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“Understanding Students” and Creating High School Mathematics High 
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—Taking “Evaluation of a Test Question on Eccentricity of an Ellipse” as an Example
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《普通高中数学课程标准》 指出: “数学教育帮助学生掌

握现代生活和进一步学习所必需的数学知识、 技能、 思想和

方法。 数学素养是现代社会每一个人应该具备的一种基本素

养。 ” 由此可见, 发展学生的数学核心素养是高中数学教育

所承担的重大使命。
立足发展学生数学核心素养的高中数学高质量课堂是作

为一线教师每天都在探究的课题。 章建跃先生认为而落实数

学学科核心素养的关键在“四个理解 ——— 理解数学、 理解学

生、 理解教学, 理解技术”。 “四个理解” 是提高提高数学课

堂教学质量和效益的决定性因素, 也是有效提升学生数学学

科素养的必备条件。
“理解数学〞是解决“教什么〞的问题, “理解学生〞是

解决“怎么教〞的问题, “理解教学〞是解决“为什么这样教

〞的问题, “理解技术” 是解决“如何利用技术教” 的问题。
四者兼顾, 最终才能到达课堂教学的高质量和提高学生综合

能力的效果。 我认为数学高质量课堂, 其他三个理解都可以

围绕“理解学生” 进行理解, 找到他们之间的关系, 一切以理

解学生为出发点, 以生为本, 以学定教, 以师助推。 在当下

教师解决了“教什么”“为什么这样教”“如何利用技术教” 这

些问题后, “怎么教〞显得尤为最要, 是现在的关键, 因为

只有学生掌真正掌握了数学知识, 才算发展了核心素养, 离

开数学知识的理解和应用, 核心素养的发展将成为空中楼

阁, 虚无缥缈, 将会显得苍白无力。
一堂好的习题课教学, 不应该是老师在讲台上自编自导

自演, 不应该是老师在讲台上向学生灌输自认为的最优解或

是最巧妙的解法, 而应该立足发展提升学生的数学核心素养

角度去充分“理解学生”, 尊重并理解学生是一个个有着自己

思维认知的独立个体, 站在学生的角度去想 ——— 面对这道

题, 学生会怎么想? 学生已经具备的认知基础有哪些? 达成

教学目标所需具备的认知基础有哪些? “已有的基础” 和“需

要的的基础” 之间又怎样的差距? 哪些差距可以由学生通过

努力在课堂上经过思考或彼此间的思维碰撞进行弥补? 哪些

差距需要在老师的启发和引导下进行弥补? 学生怎样找到解

决问题的突破口? 他们会从哪些数学角度切入? 会运用哪些

数学方法或数学思想去解决这道题?
罗曾儒教授指出: 一个数学问题, 如果我们只有一种解

法, 不管是自己想出来的还是翻答案看到的, 都肯定会存在

认知上的局限性。 只有在得到两个或更多解法后, 才会对问

题的实质有真正的理解, 通过解题而培养能力的目的才有可

能实现。
本文便是评讲完一次考试试卷后从“理解学生” 的思维规

律和认知特点后的一些思考。
一、 测试题及背景介绍

已知 F1 , F2 是椭圆和双曲线的公共焦点, P 是它们的一

个公共点, 且 ∠F1PF2 = π
3

, 则椭圆与双曲线的离心率的倒

数之和的最大值为(　 　 )

A. 4 3
3

　 　 　
 

B. 2 3
3

　 　 　 C. 3　 　 　 D. 2

这是高三上学期, 在第一轮复习的重要内容基本完成的

情况下, 进行的一次周考, 这是选择题的最后一题, 第 12
题, 也是选择题中的压轴题。 从改卷结果看, 做的并不是很

理想, 少数的同学能选对, 当然里面还包括运气好, 蒙对的

同学。 在上课评讲时, 少数同学思路清晰, 运算准确, 能得

到正确答案; 一部分同学能将题目翻译正确, 但在求最值时

找不到解题方向, 思维局限, 不能建立知识间的联系; 一部
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分同学能找到解题的方向和思路, 但是运算能力和素养不过

关, 没有得到最终结果; 一部分同学根本不敢碰 12 题, 心理

上胆怯, 觉得自己做不出来。 通过这些对学生试卷的分析和

对学生的“理解”, 老师决定让学生从数学的不同层面, 运用

知识的迁移, 真的做到灵活应用, 融会贯通, 让课堂百花齐

放百家争鸣。
二、 不同的思路及解法

审题分析 1: 欲求离心率, 需利用椭双的定义和性质,
将相应的条件进行翻译, 再找彼此间的联系, 建立不等式才

可求最值.
先来翻译基本条件, 将条件代数化, 不妨设椭圆和双曲

线的焦点都在 x 轴上, 因为共焦点, 设椭圆: x2

a1
2 + y2

b1
2 =

1(a1 > b1 > 0), 离心率为 e1 = c
a1

双曲线: x2

a2
2 - y2

b2
2 = 1(a2 > 0, b2 > 0), 离心率为 e2 =

c
a2

∴ 椭圆: a1, b1, c, e1, 双曲线: a2, b2, c, e2

求解的问题的是
1
e1

+ 1
e2 

max
.

交汇审题信息后, 我们会考虑两种思路: 一种是自然而

然找到的
1
e1

, 1
e2

内在联系, 再运用所学过的知识点灵活应用

求最值, 解法(一)— 解法(四); 另一种是直接将
1
e1

+ 1
e2

表

达出来, 运用正余弦定理和函数思想求最值, 解法(五)— 解

法(六)。 解法(七) 是学生利用补充知识也即大学知识中的柯

西不等式来求的最值, 非常棒!
解法(一): 借助参数方程的思想和换元法:
学生 1: 由椭双焦点三角形中的焦半径定义及余弦定

理, 得

∵ P 在椭圆上, t1 + t2 = 2a1, cos π
3

=
t1 2 + t2 2 - 4c2

2t1 t2
=

1
2
, t1 t2 = 4

3
b1

2 . ①

∵ P 在双曲线上, t1 - t2 = 2a2, cos π
3

=
t1 2 + t2 2 - 4c2

2t1 t2

= 1
2
, t1 t2 = 4b2

2 . ②

由 ①② 得 b1
2 = 3b2

2

a1
2 - c2 = 3(c2 - a2

2), a1
2 + 3a2

2 = 4c2,
a1

2

c2
+

3a2
2

c2
=

4, 1
e1 2 + 3

e2 2 = 4.

或由椭双焦点三角形面积结论公式, 得

SΔPF1F2
= b1

2 tan π
6

= b2
2cot π

6
, b1

2 = 3b2
2, 1

e1 2 + 3
e2 2 =

4.
老师点评: 这一部分的运算, 大部分学生都可以想到并

做到, 难点是接下来怎样通过
1
e1 2 + 3

e2 2 = 4 求得
1
e1

+ 1
e2

的最

大值.
解决该问题, 我们可以跳出解析几何的限制, 打破章节

局限, 站在更高维度来看问题, 综合我们所学的数学章节的

所有知识, 从不同角度来看问题, 做到知识的融会贯通, 灵

活应用。
学生 2: 可以借助参数方程的思想和换元法:

∵ 1
e1 2 + 3

e2 2 = 4, ∴ 1
4e1 2 + 1

4e2 2

3

= 1.

设
1
e1

= x > 0, 1
e2

= y > 0, 则原式即
x2

4
+ y2

4
3

= 1.

设 x = 2cosα, y = 2
3
sinα, α为参数, ∵ x > 0, y > 0,

∴ α ∈ 0, π
2 

∴ 1
e1

+ 1
e2

= 2cosα + 2
3
sinα = 4

3
sin α + π

3  ,

∵ α 0, π
2  , ∴ α + π

3
π
3
, 5π

6  , sin α + π
3 

max
= 1,

1
e1

+ 1
e2

= 4
3
sin α + π

3  ≤ 4
3

= 4 3
3

.

学生 2 点评: 换元(x, y) 的目的是为了转换成我们所熟

悉的字母表达式, 符合我们的习惯, 回到我们经常练习的领

域, 思维会更灵敏, 甚至会达到条件反射的境地。 接下来用

参数方程的思想和三角函数中辅助角公式求最值即可。
老师点评: 非常好! 看到平方, 划归到我们熟悉的领

域, 进行求解。 说明参数方程学的炉火纯青, 非常透彻, 才

能在一团迷雾中找到解决问题的方向。
解法(二): 线性规划的思想

学生 3: 根据学生 2的思路, 将解析几何和参数方程联系

在了一起, 我在想可不可以和线性规划的思想联系在一起

呢? 试一试。
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由学生 2知, 设
1
e1

= x > 0, 1
e2

= y > 0, 则原式即
x2

4
+

y2

4
3

= 1.

转化为求
1
e1

+ 1
e2

= x + y 的最大值.

令 z = x + y, y = - x + z(x > 0, y > 0), z.
由图知, 相切时 b = z 最大.

联立

y = - x + z
x2

4
+ y2

4
3

= 1











∴ 4x2 - 6zx + 3z2 - 4 = 0, Δ = 36z2 - 16(3z2 - 4) = 0,

z = ± 4 3
3

, zmax = 4 3
3

1
e1

+ 1
e2 

max
= 4 3

3
.

老师点评: 很好! 计算量变小了, 更快更准! 你是怎么

想到的?
学生 3: 因为用我们所熟悉和习惯的 x, y 换元后, 马上

想到线性规划中常讲通过 x + y 的几何意义来求其最值。
老师点评: 非常好! “化归思想” 非常好, 所以划归到熟

悉领域是非常必要的。
解法(三): 函数思想和均值不等式

学生 4: 还可以利用函数思想和均值不等式

由上知
1
e1 2 +

3
e2 2 = 4, 得

1
e1 2 = 4 - 3

e2 2, ∴ 1
e1

= 4 - 3
e2 2

=
4e2 2 - 3

e2 2 =
4e2 2 - 3
e2

,

∴
1
e1

+ 1
e2  2

= 1
e1 2 + 1

e2 2 + 2 1
e1

· 1
e2

= 4 - 3
e2 2 + 1

e2 2 +

2
4e2 2 - 3

e2
· 1

e2
= 4 - 2

e2 2 + 2
4e2 2 - 3
e2 2

令 4e2 2 - 3 = t, ∵ e2 > 1, ∴ t > 1, ∴ e2 2 = t2 + 3
4

,

∴ 1
e2 2 = 4

t2 + 3
1
e1

+ 1
e2  2

= 1
e1 2 + 1

e2 2 + 2 1
e1

· 1
e2

= 4 - 3
t2 + 3

+ 8t
t2 + 3

= 4 + 8( t - 1)
t2 + 3

= 4 + 8( t - 1)
( t - 1)2 + 2( t - 1) + 4

= 4 +

8

( t - 1) + 4
t - 1

+ 2
4 + 8

2 4 + 2
= 16

3
(当且仅当 t - 1 = 4

t - 1

即 t = 3 时取等号)

1
e1

+ 1
e2

4
3

= 4 3
3

.

学生 4点评: 将
1
e1

+ 1
e2

中的两个变量消元, 变形成只有

一个变量的表达式, 再利用函数思想求最值, 最后发现均值

不等式一步就可求出来.
老师点评: 可见找到解决问题的方向还是很重要的, 其

次就是要勇敢往下算, 计算也要小心谨慎。
解法(四): 利用函数思想, 运用导函数求单调性的方法

求最值

学生 5: 和学生 4一样, 利用函数思想求最值, 可以直接

将
1
e1

+ 1
e2

表达出来, 再运用导函数求单调性的方法求最值,

只是这里面的计算量很大, 且容易算错, 只算了一半就没有

勇气往下算了, 只提供思路。
老师点评: 思路也非常棒, 导函数法求最值是我们的杀

手锏。 这不是考场, 所以我们可以尝试一下, 至少知道道路

虽然坎坷, 但一定可以成功, 既锻炼了我们的计算能力, 也

给我们增加了勇气!

∴ 1
e1

+ 1
e2

=
a1

c
+

a2

c
=

a1 + a2

c
, ∴

1
e1

+ 1
e2  2

=
a1

2 + a2
2 + 2a1a2

c2

由上学生 1 知, 又 ∵ b1
2 = 3b2

2, ∴ a1
2 - c2 = 3(c2 - a2

2), ∴ 4c2 = a1
2 + 3a2

2, ∴ c2 = 1
4
(a1

2 + 3a2
2)

∴
1
e1

+ 1
e2  2

=
a1

2 + a2
2 + 2a1a2

c2
=

a1
2 + a2

2 + 2a1a2

1
4
(a1

2 + 3a2
2)

=
4 1 +

a2
2

a1
2 + 2

a2

a1
 

1 + 3
a2

2

a1
2

令
a2

a1
= t, ∵ a1 > c > a2 > 0, ∴ 1 >

a2

a1
> 0, ∴ 1 > t

> 0,

∴
1
e1

+ 1
e2  2

= 4(1 + t2 + 2t)
1 + 3t2

,

令 f( t) = 4(1 + t2 + 2t)
1 + 3t2

∴ f′( t) = - 2(3t - 1)( t + 1)
(1 + 3t2) 2
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令 f′( t) = 0, 解得 t = - 1(舍) 或 t = 1
3

, 且判断出 f(x)

在 0, 1
3  单增, 在

1
3

, 1  单减,

∴ f( t) max = f
1
3  = 16

3
,

1
e1

+ 1
e2

 
max

= 4
3
.

审题分析 2: 直接将
1
e1

+ 1
e2

表达出来, 回避前面几种方

法中先得出
1
e1

, 1
e2

之间的关系, 直接运用正弦定理、 余弦定

理进行转化.
解法(五): 运用正弦定理进行转化, 再利用三角函数求

最值

学生 6: 直接将
1
e1

+ 1
e2

表达出来, 回避前面几种方法中

先得出
1
e1

, 1
e2

之间的关系, 直接运用正弦定理进行转化, 再

利用三角函数求最值,

∵
t1 + t2 = 2a1

t1 - t2 = 2a2
 ∴

t1 = a1 + a2

t2 = a1 - a2
 ∴ 1

e1
+ 1

e2
=

a1

c
+
a2

c
=

a1 + a2

c
=

t1

c

在 △PF1F2 中, 由正弦定理得, 2c
sin60° =

t1

sinα
, ∴ t1

= 4c
3

sinα

∴ 1
e1

+ 1
e2

= 4sinα
3 c

∴ sinα = 1 即 α = 90° 即PF2 ⊥ x轴时,
1
e1

+ 1
e2

 
max

=

4
3
.

老师点评: 直接转化, 利用椭双定义和焦半径的关系,
很好。 你是怎么想到的?

学生 6: 受一道高考题的启发, 那里面在焦点三角形中

用到了正弦定理。 高考题如下:

(2009. 重庆. 文) 已知椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b > 0) 的

左、 右焦点分别为 F1( - c, 0), F2(c, 0), 若椭圆上存在一

点 P 使
sin∠PF1F2

sinPF2F1
= a

c
, 则该椭圆的离心率的取值范围是

 

( 2 - 1, 1)
 

.

(2009·重庆·理) 已知双曲线
x2

a2 - y2

b2 = 1(a > 0, b >

0) 的左、 右焦点分别为 F1( - c, 0), F2(c, 0), 若双曲线上

存在一点 P 使
sin∠PF1F2

sinPF2F1
= a

c
, 则该双曲线的离心率的取值

范围是
 

(1, 2 + 1)
 

.

老师点评: 点赞! 看来多复习消化做过并讲过的题, 多

揣摩感悟学到的方法是解决难题的一条捷径。
解法(六): 余弦定理加函数思想

学生 7: 和学生 6 有相似之处, 直接将
1
e1

+ 1
e2

表达出

来, 回避前面几种方法中先得出
1
e1

, 1
e2

之间的关系, 直接运

用余弦定理进行转化, 再利用函数思想求最值。

由学生6得
1
e1

+ 1
e2

  2

=
t1

2

c2 ,, 又在ΔPF1F2 中, 由余弦

定理得 cos60° =
t1

2 + t2
2 - 4c2

2t1 t2
= 1

2
∴ t2

1 +t2
2 -4c2 = t1 t2 , ∴ 4c2 = t2

1 +t2
2 -t1 t2

∴
1
e1

+ 1
e2

  2

=
t2

1

c2 =
4t2

1

4c2 =
4t2

1

t2
1 +t2

2 -t1 t2

= 4

1 +
t2

t1
  2

-
t2

t1

令
t2

t1
= m ∈ (0, 1), ( t1 > t2 > 0),

1
e1

+ 1
e2

  2

max =

4
1 + m2 - m

,

∴ m = 1
2

时
1
e1

+ 1
e2

  2

max = 4

1 + 1
4

- 1
2

= 16
3

,

1
e1

+ 1
e2

 
max

= 4
3
.

老师点评: 记住一些常用方法和结论也是解题的一大

窍门。
审题分析 3: 利用柯西不等式, 简单粗暴。
解法(七): 柯西不等式

柯西不等式: (a2 + b2 )(c2 + d2 ) ≥(ac + bd) 2(当且仅当

ad = bc 即 a
c

= b
d

时取等号)

∵ 1
e1

2 + 3
e2

2 = 4, 12 +
1
3  2









1
e1

  2

+ 3
e2

  2






 ≥

1· 1
e1

+ 1
3

· 3
e2

 
2

(当且仅当
3
e2

= 1
3 e1

时取等号)

即 1 + 1
3  1

e1
2 + 3

e2
2









1
e1

+ 1
e2

  2

, 即
4
3

· 4

1
e1

+ 1
e2

  2

, 即
4 3

3
1
e1

+ 1
e2

,

1
e1

+ 1
e2

 
max

= 4 3
3

.

老师点评: 是学生利用补充知识也即大学知识中的柯西

不等式来求的最值, 非常棒!
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三、 问题的变式

变式1
 

　 已知椭圆
x2

a2 + y2

b2 = 1(a > b > 0), 与双曲线
x2

m2

- y2

n2 = 1(m > 0, n > 0) 具有相同焦点 F1 , F2 , 且在第一象

限交于点 P, 椭圆与双曲线的离心率分别为 e1 , e2 , 若

∠F1PF2 = π
3

, 则 e1
2 + e2

2 的最小值是(　 A　 )

A. 2 + 3
2

　
 

　
 

B. 2 + 3 　
   

C.
 1 + 2 3

2
 

　
 

D. 2 + 3
4

解析: 根据题意,
可知 | PF1 | +| PF2 | = 2a, | PF1 | -| PF2 | = 2m, ∴ |

PF1 | = a + m, | PF2 | = a - m,
在 △PF1F2 中, 由余弦定理, (2c) 2 = (a + m) 2 +

(a - m) 2 - 2(a + m)(a - m)cos60° , c2 = a2 + 3m2

4
,

e1
2 + e2

2 = c2

a2 + c2

m2 = a2 + 3m2

4a2 + a2 + 3m2

4m2 = 1 +

1
4

3m2

a2 + a2

m2  ≥ 1 + 3
2

= 2 + 3
2

当且仅当
3m2

a2 = a2

m2 时取等号.

老师点评: 该题考查的是有关椭圆和双曲线的离心率的

问题, 涉及到的知识点有椭圆和双曲线的定义, 余弦定理,
椭圆和双曲线的离心率, 基本不等式求最小值的问题, 正确

理解知识点是正确解题的关键.

变式 2　
 

已知 F1 , F2 是椭圆和双曲线的公共焦点, P 是

它们的一个公共点, 且 ∠F1PF2 = π
3

, 记椭圆和双曲线的离

心率分别为 e1 , e2 , 则
1

e1e2
的最大值是(　 D　 )

A. 3　
 

　 　
 

B. 4 3
3

　 　 　
 

C.
 

2
 

　 　 　 D. 2 3
3

解析: 如图, 设椭圆的长半轴长为 a1 , 双曲线的半实轴

长为 a2 ,
则根据椭圆及双曲线的定义 | PF1 | +| PF2 | = 2a1 , |

PF1 | -| PF2 | = 2a2 , | PF1 | = a1 + a2 , | PF2 | = a1 - a2 ,
在 ΔPF1F2 中, 由余弦定理, (2c) 2 = (a1 + a2 ) 2 +

(a1 - a2 ) 2 - 2(a1 + a2 )(a1 - a2 )cos60° , 4c2 = a1
2 + 3a2

2 ,

∴ 1
e1

2 + 3
e2

2 = 4, ∴ 1
e1

2 + 3
e2

2 = 4 ≥ 2 3
e1e2

, ∴ 1
e1e2

≤ 2 3
3

,

当且仅当
1
e1

2 = 3
e2

2 = 2 时取等号.

老师点评: 本题考查圆锥曲线的共同特征, 考查通过椭

圆与双曲线的定义以及椭圆与双曲线的离心率, 属于难题.
 

离心率的求解在圆锥曲线的考查中是一个重点也是难点, 一

般求离心率有以下几种情况: ① 直接求出 a, c, 从而求出

e; ② 构造 a, c的齐次式, 求出 e; ③ 采用离心率的定义以及

圆锥曲线的定义来求解.
四、 教学启示

(一) 摒弃急功近利的课堂教学, 从“理解学生” 的角度

让学生学会举一反三、 触类旁通, 发展数学核心素养, 打造

高质量习题课堂

在现在这种应试教育及高考压力下, 作为老师, 我们多

少显得有些急功近利, 如果急功近利, 学生看解答而不做

题, 只听而没有经过思考, 没有切身体验, 快速直接地得到

解决问题的方法, 正如章建跃教授所说, 结果肯定是“讲过

练过的不一定会, 没讲没练的肯定不会”。 只有站在“理解学

生” 的角度, 让学生学会回顾、 反思, 经常实践, 学会独立

思考, 时刻把“举一反三”、 “触类旁通” 放在心上, 才能使他

们掌握在考场上取胜的法宝。
(二) 反思课堂教学, 提升学生数学核心素养教出让自己

崇拜的学生

如果要提升学生数学核心素养, 就要做到章建跃和罗曾

儒两位教授所说的教学境界, 作为老师, 我们必须明确不是

为了解题而解题, 而是为了提炼数学思维, 提升数学素养。
通过这节课, 我们发现一道“好题” 暗含很多思维, 能调动学

生的思维碰撞, 甚至激发学生的积极性, 这样的讲题方式就

算达到比较高的境界。 课后, 我们要做到一是反思上课一定

要给学生思考的时间, 给学生分享想法的机会, 鼓励学生大

胆说出自己的想法, 说错也没什么。 二是发现学生上课临时

想出来的方法非常棒, 思想得到调动, 思维非常活跃, 甚至

想出了老师没有想到的方法, 真的是个很大的惊喜! 这就是

老生常谈的青出于蓝而胜于蓝, 也是人民教育家陶行知先生

说的“教育的最高境界是培养出让自己崇拜的学生! ”


