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有限内存 BFGS 法的对角预条件子

曹蕙语　周群艳　薛瑾

江苏理工学院数理学院　江苏常州　213001

摘　要： 基于修正弱拟牛顿方程 , 构造了一种有限内存 BFGS 法对角预条件子 , 实验表明算法有效 .
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1 引言

问题 ( )min
nx R
f x

∈
的线搜索法迭代格式是

( )1 , 0,1,2 , 1k k k k kx x H g kα+ = − = …

kα 是步长 , k kg x是 处的梯度 , kH 是 Hesse 阵逆的近似 , 

满足拟牛顿方程

( )1 1, 2k k kH y s− −=

1ks − = 1k kx x −− , 1ky − = 1k kg g −− . kH 用 BFGS 等拟

牛顿公式校正得到 . 但 n 很大时 , 有限内存 BFGS(L-BFGS)

法更受青睐 .

BFGS 法 中 , 1
1,T T

k k k k k k k k T
k k

H V H V s s
y s

ρ ρ+ = + =

, T
k k k kV I y sρ= − . L-BFGS 法由 BFGS 法改进得到 . 若已

有 ( ,i is y ) ( ), , 1i k m k= − … − , 取 1kH + 的初始近似 ( )0
1kH + ,

用 BFGS 公式校正m 次 , 可得

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1ˆ̂̂̂̂̂
0

1 1 1
T T T T T T T T

k k k m k k m k k m k k m k m k m k m kH V V H V V V V s s V Vρ+ − + − − − + − − − += … … + … …

 1 1 1 ,T
k k ks sρ − − −+…+

( )iˆ m n ,m m k= . L-BFGS 只需存储第 k 步的向量 k kH g , 

用文 [1] 提出的双循环算法得到 . 

尽管 L-BFGS 法及其改进很有效 [2], 但遇坏条件问题可

能极慢 , 可对
( )0

1kH + 使用预条件子提高效率 , 如取文 [1] 中的

( ) ( )0
1 . 3

T
k k

k T
k k

s yH I
y y+ =

(3) 是数量矩阵 , 对有些问题仍可能很慢 . 文 [3] 提出一

种对角校正 , kD 为正定阵 , 1kD + 由 kD 校正得到 , 满足弱拟

牛 顿 方 程 , 且 和 kD 的 偏 离 最 小 . 基 于 此 , 文 [4] 令

( )0
1 ,kH Iγ+ = + 

为对角阵 , γ ≥ 0, 满足经典弱拟牛顿方程

 ( )0
1 .T T

k k k k ky H y y s+ =

通过求解

21min
2 F

( ). . ,T T
k k k ks t y I y y sγ + =

得

( )

( )
0
1 2

.
T T
k k k k

k k
k

y s y yH I Y
tr Y

γ
γ+

−
= +

( )2 2 2
,1 ,2 ,, , ,k k k k nY diag y y y= … , γ 自由选取 .

2 算法

文 [5] 提出修正拟牛顿方程

1 ,k k k kH y sα+ =

( )1 12

T
k k

k T
k k k k

s y
f f g s

α
+ +

=
− +

. 为保证收敛性 , 将 kα 截

取在 |[0.01,100] 内 . 本文要求 ( )0
1kH Iθ+ = +  ( 0θ ≥ ) 满足

修正弱拟牛顿方程

1 .
T T
k k k k k ky H y y sα+ =

定理 2.1 假设 0ky ≠ , 则

21min
2 F



科研管理
2025 年 7卷 3期

309    

( ) ( ). . , 4T T
k k k k ks t y I y y sθ α+ =

的最优解为

( ) ( )2
. 5

T T
k k k k k

k
k

y s y y Y
tr Y

α θ−
=

证 目标函数和可行集都是凸的 , 故有唯一解 , Lagrange

函数为

( ) ( )1 ,
2

T T T T
k k k k k k kL tr y y y y y sµ θ α= + + −  

µ 为乘子 . 将 L 对


的每个分量求偏导数并令为 0 得

( ). 6kYµ= −

将 (6) 左 乘 和 右 乘 ky , 结 合 约 束

T T T
k k k k k k ky y y s y yα θ= −

得

( ). 7
T T
k k k k k

T
k k k

y y y s
y Y y

θ α
µ

−
=

由 (6),(7) 及 ( )2T
k k k ky Y y tr Y= 得 (5).

(1) 令 ( )min 1,
T
k k

k T
k k

s y
y y

θ α= , 则

( )

( )
( )

( )0
1

2

, 1,

8
1

, 1.

T
k k

k kT
k k

k TT
k k kk k

k kT
k k k

s y I
y y

H
s ys y I Y

y y tr Y

α α

α
α

+


<

=  − + ≥



(2) 令

T
k k k
T
k k

s y
y y

α
θ =

, 则

( ) ( )0
1 . 9

T
k k k

k T
k k

s yH I
y y

α
+ =

算法 2.1： 

步 0. 0
nx R∈ , 1 2

10 1
2

β β< < < <  , 00,H Iε > =  , 0k = .

步 1. 若 kg ≤ ε, 则停算 . 

步 2. 计算 k k kd H g= − 及 1k k k kx x dλ+ = + , kλ 满足

( ) ( ) 1
T

k k k k k k kf x d f x g dλ β λ+ ≤ +

, ( ) 2
T T

k k k k k kg x d d g dλ β+ ≥ .

步 3. 计算 kα .

步 4. 计算 ( )0
1kH + . 置 1k k= + , 转步 1.

3 收敛性

假 设 3.1 (1) f (x) 二 次 连 续 可 微 , 在

( ) ( ) ( ){ }0 0|nL x x R f x f x= ∈ ≤ 为凸的 .

(2) 存在常数 1 2,M M 使对 ( )0
nd R x L x∀ ∈ ∀ ∈及 有

( ) ( )2 2
1 2 . 10TM d d H x d M d≤ ≤

引 理 3.1 在 假 设 3.1 下 , ( ]0, ,cθ ∈
T

k k k
T
k k

s yc
y y

α
= , 对

0k∀ > , {
( )0

1kH + } 有界 .

证 令 ( )
1

0k k kH H x s dτ τ= +∫ , 则

( ). 11k k ky H s=

(10) 及 (11) 表明

( )0
1kH + 对角元满足

( )

( ) ( )
0 2 2
1, , ,2 2

T T T
k k k k k k k k

k i k M k M
k k

s y y y s yH y y
tr Y tr Y

α θ α
θ θ θ+

−
≤ ≤ + ≤ +

( )

2 2
2 2 ,4 2

, 2 2 22 4 2
1 , 11 , ,1

, ,max k max k M max
k Mn

k Mk i k Mi

M y n M y n My i
M y MM y y

α α α
θ θ θ

=

≤ + ≤ + = + ∀
∑

2
,k My 为各 2

,k iy 中最大者 , 得证 .

定理 3.2 若 { ( )0
1}kH + 有界且正定 , 则算法 2.1 产生的 { kx

} 收敛到唯一极小值点 *x , 且存在常数 ( )0 1r r≤ ≤ , 使得

( ) ( ) ( ) ( )* *
0 ,k

kf x f x r f x f x − ≤ − 

即 { kx }r- 线性收敛到 *x .

证  见文 [1].

4 实验

选取 48 个无约束问题测试算法 2.1. 分别运行算法 : 

L-BFGS( 带 预 条 件 子 (3)), L-BFGS-M1( 带 预 条 件 子 (8)), 

L-BFGS-M2( 带预条件子 (9)).

用剖面分析图比较 ( 图 1)，L-BFGS-M1 和 L-BFGS-M2

可解出所有问题 , L-BFGS 仅解出 95% 的问题 , 且需更多函

数估值和迭代次数，新对角预条件子比文 [1] 中的效果更好 .
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图 1 函数 / 梯度估值次数
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