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一个具有脉冲效应的捕食系统的研究

安　莹

晋中师范高等专科学校　山西晋中　030600

摘　要：文中建立并研究了一类捕食者具有脉冲作用和非单调功能反应的捕食系统，利用 Floquet 乘子理论及脉冲比较定理，

得到了系统灭绝与持续生存的充分条件。

关键词：捕食－食饵系统；脉冲；Floquet 乘子

引言

捕食系统是非常重要的生态系统，已有许多相关研究成

果。本文对文 [1] 中的模型进行了改进，研究下面具有非单

调功能反应且对捕食者进行周期常熟输入的脉冲捕食系统。
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其中 1( )x t , 2 ( )x t 分别是食饵种群和捕食者种群在 t
时刻的密度， a 、 b 、 c、 d 是正常数， 0 1c< < , ω  

, m 为 常 数， n N∈ , N 为 自 然 数 集， ( )xφ =  

1
2

1 11
cx
x mxω+ +

是非单调的功能性反应函数，
T

为脉冲周

期， p 为脉冲大小或迁入量 ( 0)p ≥ .

由 于 单 位 时 间 内， 捕 食 者 总 要 捕 捉 食 饵， 所 以

( ) 0xφ > 恒成立，既满足条件              2 4mω <     （2）

1 基本概念和引理

设 [0, )R+ = +∞ ， 2 2{ | 0}R x R x+ = ∈ ≥ , 令

2
0 { |V V R R R+ + += × → , V 在 ( , ( 1) ]nT n T+ 上连续

且 ( , ) ( , )
lim ( , )

t y nT x t nT
V t y+→ >

= ( , )V nT x+ 存在｝.

定义 1　设 0V V∈ ，则对 ( , )t x ∈ ( , ( 1) ]nT n T+ ×

2R+ 关于系统 (1) 的在上导数定义为 :

( , )D V t x+ =

0
lim
h +→

1sup
h

[ ( , ( , )) ( , )]V t h x hf t x V t x+ + −

其中 ( , )f t x = 1 2( , )Tf f 是系统 (1) 的右端函数 .

定义 2　设 ( )x t 为系统 (1) 满足 (0 )x + 0> 的解，若

存在常数 0M m≥ > 和 0T ，当 t > 0T 时，系统 (1) 的所

有正解 1 2( ( ), ( ))x t x t 满足 ( )im x t M≤ ≤ ， ( 1, 2)i = ，

则系统 (1) 是持续生存的，同时也称该系统中的每个种群是

持续生存的 .

系统 (1) 的解 ( )x t 1 2( ( ), ( ))x t x t= 是分段连续函数，

当 t∈ ( , ( 1) )nT n T+ ， ( )x t 是 连 续 的 并 且 ( )x nT +

= lim ( )
t nT

x t+→
，显然 f 的光滑性保证了解的存在唯一

性．不难得到．

引理 1　设 ( )x t 为系统 (1) 过初值 (0 )x + 0≥ 的解，

则对所有 t 0≥ ，有 ( )x t 0≥ ，并且若 (0 )x + 0> ，则有

( ) 0x t > ， 0t > ．

引理 2[2]　设 0V V∈ ， ( )x t 是系统 (1) 在区间的任意

解，且 ( , ) ( , ( , ))
( , ( )) ( ( , ( )))n

D V t x g t V t x t nT
V t x t V t x t t nT

+

+

 ≤ ≠


≤ Ψ =

这里， :g  R R R+ +× → 在 ( , ( 1) ]nT n T+ × R+

上 连 续 ， 且 对 x R+∈ ， n N∈ ，
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( , ) ( , )
lim ( , )

t y nT x
g t y+→

=  ( , )g nT x+ 存 在 ，

:n R R+ +Ψ → 是非减的 . 又设 ( )r t (t 0)≥ 是下列标量

脉冲微分方程的最大解
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 （3）

则 0 0(0 , )V x y+ ≤ 蕴含着

( , ( )) ( )V t x t r t≤ ， t  0≥ .

引理 3　系统 (3) 有一个正周期解 *( )y t 且对系统 (3)
的其他任何正解 ( )y t ，均有 *( ) ( ) 0,y t y t− → t →∞ .

其中
* exp( ( ))( )

1 exp( )
p d t nTy t

dT
− −

=
− −

．

证明　在任何无脉冲区间 ( , ( 1) ]nT n T+ 上对系统

(3) 的第一个方程积分得

( )( ) ( ) d t nTy t y nT e+ − −= ( 1)nT t n T< ≤ +

从而

[( 1) ] ( ) ( ( ) )dT dTy n T y nT e y nT p e+ − −+ = = +     

若 系 统 (3) 有 一 个 以 T 为 周 期 的 正 解， 则      

( ) [( 1) ]y nT y n T= + .

由此可得

( ) ,
1

dT

dT

pey nT
e

−

−=
−

 ( )
1

dT

dT

pey nT p
e

−
+

−= + =
− 1 dT

p
e−−

.

从而系统 (3) 有一个相应的以T 为周期的解

*( )y t

( )

,
1

d t nT

dT

pe
e

− −

−=
−

 ( 1)nT t n T< ≤ +

其中 *(0 )y + = 1 dT

p
e−−

.

再者，由

[( 1) ] [( 1) ]y n T y n T p++ = + +

( ) exp( )y nT dT p+= − +         ( 1)nT t n T< ≤ +
得

( ) [( 1) ]exp( )y nT y n T dT p+ += − − +            

[( 2) ]exp( 2 )
exp( )

y n T dT
p dT p

+= − −
+ − +

从而  0( )
1

dnT
dnT

dT

pey nT y e
e

−
+ −

−= +
−

，依此类推，得

2

( 1) 0

( ) (1
)

dT dT

n dT dnT

y nT p e e
e y e

+ − −

− − −

= + +

+ + +

又系统 (3) 的任意解为

( )y t =
0 ( )(1 )[ ]

1

dnT
dnT d t nT

dT

p e y e e
e

−
− − −

−

−
+

−

0 ( )

1 1

dt
dt d t nT

dT dT

p pey e e
e e

−
− − −

− −= + −
− −

      

0 * *( (0 )) ( )dty y e y t+ −= − +
因此可得

* 0 *lim ( ) ( ) lim (0 ) 0dt

t t
y t y t y y e+ −

→∞ →∞
− = − =

2　灭绝与持续生存

定理 1　如果
pcT
ad

< ，则是渐近稳定的．

证明　

令 1( ) ( )x t u t= ， *
2 2( ) ( ) ( )x t x t v t= + ，

则系统 (1) 的线性方程为
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（4）

记  

*
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∫
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于
cpT
ad

<
，所以M 的两个特征值满足

1 exp( ) 1cpaT
d

λ = − <

2 exp( ) 1dTλ = − <

从而根据 Floquet 理论知， *
2(0, ( ))x t 是局部渐近稳定的 .

定理 2　存在常数 0M > ，使得对系统 (1) 的解 ( )x t

1 2( ( ), ( ))x t x t= ， 当 t 充 分 大 时， 有 ( )ix t M≤ ，

1,2i = .

定理 3　若
pcT
ad

> ，则系统 (1) 是一直持续生存的．

证 明　 对 于 系 统 (1) 的 任 意 一 个 解 ( )x t

1 2( ( ), ( ))x t x t= ，由定理 2 知，存在
aM
b

> ，不妨假设

对 t
0≥ 均有 ( )ix t M≤ ．

令 2 2
exp( )

1 exp( )
p dTm

dT
ε−

= −
− −

， 2 0ε > .

由引理 2，引理 3 知，当 t 足够大时， 2 2( )x t m> ，

下 面 只 需 证 明 存 在 常 数 1 0m > ， 当 t 充 分 大 时，

1 1( )x t m> .

（1）因为
pcT
ad

> ，选择 3 0m > ， 1 0ε > 充分小，

使得

3
1min{ , }am

b m
<           3

2
3 31

ecm d
m mm

δ
ω

= <
+ +

3 1( ) 0pa bm T T
d

σ ε
δ

= − − − >
−

可知， 1 3( )x t m< 对所有 0t > 并不成立．

若
1 3( )x t m< 对所有 0t > ，则

2( ) ( )x t x d δ
⋅

≤ −

由 引 理 2， 引 理 3 知 2 ( ) ( )x t z t≤ ， ( ) ( )z t z t→

20

( ) ( ) ( )
( ) ( )
(0 ) 0

z t d z t t nT
z nT z nT p t nT
z x

δ
⋅

+

+

 = − + ≠ = + =
 = >

（6）

( )z t 为 (6) 的解，

exp[( )( )]( )
1 exp(( ) )

p d t nTz t
d T
δ

δ
− + −

=
− − +

   

 ( , ( 1) ]t nT n T∈ +
所 以 存 在 1 0T > ， 使 得 1 0t T> > 时， 有

2 ( ) ( )x t z t≤ 1( )z t ε≤ + .

2
1 1 1 2

1 1

1 3 1

( ) ( )
1

[ ( ( ) )]

cxx t x a bx
x mx

x a bm z t

ω

ε

⋅

= − −
+ +

≥ − − +

 （7）

设 1N N∈ 且 1 1N T T≥ ，将 (6) 在 ( , ( 1) ]nT n T+
上积分得

1(( 1) )x n T+
( 1)

1 3 1( ) exp( ( ( ( ) )))
n T

nT
x nT a bm z t ε

++≥ − − +∫

1 3 1( ) exp(( ) )px nT a bm T T
d

ε
δ

+= − − −
−

=

1( ) exp( )x nT σ+

由此知

1 1(( 2) ) (( 1) ) exp( )x n T x n T σ+ ≥ +    

1( ) exp(2 )x nT σ+≥
依此类推

1 1 1 1 1 1(( ) ) ( ) exp( )x N k T x N T kσ++ ≥≥ →∞  

1k →∞
得出矛盾．

所以存在一个 1 0t > ， 1 1 3( )x t m≥ .

（2） 若 1 3( )x t m≥ ， 1t t≥ ，则取 1 3m m= 即可．

现 在， 我 们 需 要 考 虑， 这 些 离 开 区 域
2

1 3{ ( ) }x R x t m+Ω = ∈ < 再次进入Ω中．

取
1

*
1 3inf { ( ) }t tt x t m≥= < ，这有

1 3( )x t m≥ ， *
1[ , )t t t∈ ，

*
1( , ( 1) ]t n T n T∈ + ， 1n N∈ ，

由 于 1( )x t 是 连 续 的， 所 以 有 *
1 3( )x t m= ， 选 择

2 3,n n N∈ ，且使得

2 2

ln
M bn T T
d

ε

δ
+> =

− +
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2 1 3exp(( 1) )exp( ) 1n T nσ σ+ >

其中
1 3 0ca bm Mσ

ω
= − − < .

令
2 3( )T n n T= + ，必有

2 1 1(( 1) , ( 1) ]t n T n T T∈ + + + ，使得
1 2 3( )x t m≥ 。

否 则， 当
1 1(( 1) , ( 1) ]t n T n T T∈ + + + 时，

1 3( )x t m< .

考 虑（6） 且 满 足 初 始 条 件 使 得

1 2 1(( 1) ) (( 1) )z n T x n T+ ++ = + 的解：

( )z t = 1( (( 1) ) )
1 exp(( ))

pz n T
d δ

++ −
− − +

 

1exp(( )( ( 1) )) ( )d t n T z tδ× − + − + +

当 ( , ( 1) ]t nT n T∈ + ，其中

1 1 2 31 1n n n n n+ ≤ ≤ + + + 时．从而

( ) ( )z t z t− =

1| ( (( 1) ) )
1 exp(( ))

pz n T
d δ

++ −
− − +

  

1exp(( )( ( 1) )) |d t n Tδ× − + − +

1

1 exp(( ))
exp(( )( ( 1) ))

pM p
d

d t n T
δ

δ

≤ + −
− − +

× − + − +

2( ) exp(( ) )M p d n Tδ< + − +

    
1ε<

其中

1 2 1( 1 ) ( 1)n n T t n T T+ + ≤ ≤ + + .

因 此，
2 1( ) ( ) ( )x t z t z t ε≤ ≤ + ， 且 (7) 在

1 2 1(( 1 ) , ( 1) ]n n T n T T+ + + + 上成立．

类似于步骤 1，有

1 1 2 3((( 1) ) )x n n n T+ + +

1 1 2 3((( 1) ) ) exp( )x n n T n σ≥ + + +

对于 *
1( , ( 1) )t t n T∈ + 有两种情况．

情况 1　如果 *
1( , ( 1) ]t t n T∈ + 时，

1 3( )x t m≥ ，则

当 *
1 2( , ( 1 ) ]t t n n T∈ + + 时，

1 3( )x t m>

由系统 (1) 给出

.

1 1 3( ) ( )( )cx t x t a bm M
ω

≥ − −  
1 1( )x tσ=       （8）

将（8）在区间 *
1 2( , ( 1 ) ]t n n T+ + 积分，得到

1 1 2 3 1 1(( 1 ) ) exp( ( 1) )x n n T m n Tσ+ + + ≥ + 则

1 1 2 3(( 1 ) )x n n n T+ + +                 

1 1 2 3(( 1 ) ) exp( )x n n T n σ≥ + + +

3 1 1 3exp( ( 1) )exp( )m n T nσ σ≥ +

3m≥ 矛盾 .

如果令
* 1 3inf{ ( ) }

t t
t x t m

>
= ≥ ，则

1 3( )x t m= 和 (8)

在 *[ , )t t t∈ 成立．

这样 (8) 在 *[ , )t t 积分，得到

* *
1 1( ) ( ) exp( ( ))x t x t t tσ≥ −

3 1 2 3exp( ( 1 ) )m n n Tσ≥ + + ，

记
3 1 2 3 1exp( ( 1 ) )m n n T mσ + + = ， 由 于
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1 3( )x t m≥ ，所以对于 t t> ，同样讨论，有
1 1( )x t m≥

. 上述过程可以重复．

情 况 2　 存 在 一 个 / *
1( , ( 1) ]t t n T∈ + ， 使 得

/
1 3( )x t m≥ ，令

* 1 3inf{ ( ) }
t t

t x t m
>

= ≥

则 *[ , )t t t∈ 时，
1 3( )x t m< 且

1 3( )x t m= ．

当 *[ , )t t t∈ ， (8) 成立且将 (8) 在 *[ , )t t 积分，可以

得到
* *

1 1 1( ) ( ) exp( ( ))x t x t t tσ≥ −

3 1 1exp( )m T mσ≥ ≥

因为
1 3( )x t m≥ ，所以对于 t t≥ ，上述过程可以重

复．
通过上面的讨论，可得对所有

1t t≥ ，
1 1( )x t m≥ ．

注：令 ( ) exp( ) 1cpg T aT
d

= − − ，因为

(0) exp( ) 1 0cpg
d

= − − < ，

   lim ( )
T

g T
→∞

= ∞

且 / / 2( ) exp( ) 0cpg T a aT
d

= − > ， 所 以

( ) 0g T = 有唯一的正根，记为
maxT ．由定理 1 和定理 3，

我们知道，
maxT T< 时，食饵灭绝周期解 *

2(0, ( ))x t 是渐

近稳定的．
maxT T> 时，系统是一致持续生存的．
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